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RésuméAnalyse des parties linéaires des objets disrets et estimateurs de aratéristiquesgéométriques.Cette thèse s'insrit dans le adre de la géométrie disrète et étudie plus partiulièrement leomportement des parties linéaires disrètes sur les disrétisés de formes eulidiennes en dimen-sion deux. Pour analyser préisément e omportement nous utiliserons de façon omplémentairel'approhe issue de la géométrie arithmétique et une desription ombinatoire des mots de Chris-to�el basée sur les frations ontinues. Nous montrerons ainsi de nombreux liens entre la onvexité(des formes eulidiennes et des formes disrètes) et une lasse de parties linéaires : les segmentsmaximaux.Sur un polygone onvexe disret, la nature de es relations s'exprimera prinipalement par desontraintes sur les longueurs et le nombre de ses arêtes. En asymptotique sur les disrétisés deformes eulidiennes, es relations serons exprimées en fontion du pas de la grille. Ces résultatspermettront l'étude du omportement asymptotique d'estimateurs géométriques loaux disrets,notamment la onvergene multi-grille d'un estimateur de tangente basé sur les segments maxi-maux. L'estimation de la tangente sur tous les points de la ourbe disrète est en temps linéairegrâe à des algorithmes optimaux et inrémentaux issus de la géométrie arithmétique.Mots-lés : géométrie disrète, estimateurs de tangente, segments maximaux, segments dis-rets, onvergene multi-grilleAnalysis of linear parts of digital objets and estimators of geometri harateristis.This Ph.D. thesis is rooted in digital geometry and takle espeially the behaviour of digitallinear parts on the digitizations of shapes on the eulidean plane. To analyse preisely this behaviourwe will ombine both the approah based on arithmeti geometry and a desription of Christo�elwords based on simple ontinued frations. Thus we will show many links between the onvexity(for both eulidean shapes and digital shapes) and a partiular sub-lass of digital linear parts :the maximal segments.On a onvex digital polygon, the nature of these links is mainly explained with onstraints onthe number and lengths of its edges. On the digitization of eulidean shapes, these onstraints areformulated as a funtional of the grid step. These results allow the study of the asymtoti behaviourof some digital geometri estimators, in partiular the multi-grid onvergene of a digital tangentestimator based on maximal segments. The omputation of the whole set of values on the borderon the digitized shape is linear thanks to inremental and optimal algorithms based on arithmetigeometry.Key words : digital geometry, tangent estimators, maximal segments, digital segments, multi-grid onvergene i
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NotationsNotations mathématiques standard :
⌊x⌋ : partie entière de x
|x| : valeur absolue de x
a ≡ b [c] : signi�e �a égal b modulo c�
¬ : �non� logique.
∧ : �et� logique.
∃ : quanti�ateur existentiel.
∀ : quanti�ateur universel.−−→
AB ≡ AB : veteur de A vers B
(x, y) ≡ (x, y) : point de oordonnées x, y ou veteur de omposantes x, y
xA, yA : oordonnées du point A.
[AB] : segment eulidien joignant les points A et B.
‖·‖n : norme n de Minkowski
O (f) : notation �grand O� (majoration)
Ω(f) : notation �grand Oméga� (minoration)
Θ(f) ≡ O (f) et Ω(f) : notation �grand Tau�
f ∗ g : onvolution de f par g
g ◦ f , g(f) : omposition de f par g.
(f)2 : fontion f au arré.
fn, f ◦ · · · ◦ f

︸ ︷︷ ︸

n fois f

: omposition de f n fois.
Cn : ontinuité d'ordre n
∅ : ensemble vide
Card (·), | · | : ardinal d'un ensemble.
X : sous-ensemble du plan eulidien
P : plan eulidien
J : ourbe fermée simple dans R2

·c : omplémentaire d'un ensemble dans R2

int (·) : intérieur d'un ensemble
bd (·) : bord topologique d'un ensemble
conv (·) : enveloppe onvexe d'un ensemble dans R2Chapitre 1 : Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergene
p : point disret
E : ensemble �ni de points disrets
P : plan disret ≡ Z2

q : ellule arrée assoié à un point disret (2-ellule)
Q : pavage engendré par l'ensemble des ellules arrés
Rk : relation de k-adjaene
DigG (·) : disrétisation de Gauss 1



2 Notations
Dig⊂ (·) : disrétisation par sous-ensemble arré
Dig∩ (·) : disrétisation par intersetion
Digν (·) : disrétisation par aire de valeur ν
DigJ− (·) : disrétisation intérieure de Jordan
DigJ+ (·) : disrétisation extérieure de Jordan
DigGh (·) : disrétisation de Gauss pour le pas de grille h
Dig (h, ·) : disrétisation par ellules arrés pour le pas de grille h
Γ : polygone onvexe disret
F3

c : famille d'ensembles eulidiens onvexes de bords C3 de ourbure stritement positive
P (·) : ensemble des parties d'un ensemble
E : omplémentaire disret
∆(E) : bord disret d'un objet disret
∆h(X ) : bord disret du disrétisé de Gauss pour le pas de grille h d'un ensemble eulidien
Ci : i-ème point disret d'une ourbe disrète
Ci,j : suite des points disrets d'une ourbe disrètes entre les points d'indies i et j
C : ourbe ontinue
Ċ(t) : veteur dérivé au point C(t)
C̈(t) : veteur dérivé seonde au point C(t)
τ(t) : veteur tangent unitaire
φ(t) : orientation de la tangente au point C(t)
κ(t) : ourbure au point C(t)
C : ourbe disrète
ˆ̇Ci ≡ ˆ̇C(i) : estimation du veteur dérivé au point d'indie i
ˆ̈Ci ≡ ˆ̈C(i) : estimation du veteur dérivé seonde au point d'indie i
Gσ(t) : �ltre gaussien d'éart type σ
G : desripteur géométrique eulidien
Ĝ : estimateur disret du desripteur G
Vh (A) : ensemble des points disrets de DigGh (S) à distane h de A
F : famille de forme eulidienneChapitre 2 : Parties linéaires à une ourbe disrète
γα,β : demi-droite du plan eulidien de pente α passant par le point (0, β)
Iα,β : disrétisation de γα,β par GIQ
iα,β(n) : n + 1-ième lettre du mot représentant Iα,β

biα,β : mot bi-in�ni représentant la droite du plan eulidien de pente α passant par le point (0, β)
Da,b,µ : droite arithmétique
rD (A) : reste du point A par rapport à la droite disrète D
r+
D (A) : reste relatif du point A par rapport à la droite disrète D

U : point d'appui supérieur d'une droite disrète ou d'un segment disret
Ul, Ur : point d'appui supérieur le plus à gauhe, le plus à droite dans un segment disret
L : point d'appui inférieur d'une droite disrète ou d'un segment disret
Ll, Lr : point d'appui inférieur le plus à gauhe, le plus à droite dans un segment disret.
U ′ : point d'appui supérieur faiblement extérieur à droite disrète.
L′ : point d'appui inférieur faiblement extérieur à droite disrète.
δ : nombre de motifs d'un segment disret.
δ : nombre de motifs-renversés d'un segment disret.
zn = [u0, u1, . . . , un] : fration ontinue u0 +

1

u1 +
1

. . . +
1

un
pk, qk : numérateur et dénominateur de zk = [u0, u1, . . . , uk]



3
E(·) : fontion de Q ∩ [0, 1] dans l'ensemble des motifs des droites du premier otant.DR_1995 : algorithme de Debled-Rennesson et Réveillès pour la reonnaissane de segmentsde droites.
A← x : assignation, la nouvelle valeur de la variable A est x.
S(i, j) : prédiat �Ci,j est un segment standard�.
D(i, j) : aratéristiques du segment standard Ci,j reonnues par l'algorithme DR_1995.
v 4s w : prédiat �v est un fateur droit de w�.
v′ ≺s w : prédiat �v′ est un fateur droit strit de w�.
rn (p) : reste d'ordre n de p pour un segment standard.
F (·) : fontion de Q ∩ [0, 1] dans les mots de Freeman qui assoie à une pente le hemin entre unpoint d'appui supérieur et le point d'appui inférieur qui le suit pour segment standard du premierotant.
L : déplaement vers le �ls gauhe sur l'arbre de Stern-Broot.
R : déplaement vers le �ls droit sur l'arbre de Stern-Broot.
R0Lu1 . . . Lu2i−1Ru2i : suession de déplaements à partir du noeud 1

1 sur l'arbre deStern-Broot.
F : fontion qui à Ci assoie le point Cj tel que S(i, j) et ¬S(i, j + 1).
B : la fontion qui à Ci assoie le point Ck tel que S(k, i) et ¬S(k − 1, i).
MSi : i-ème segment maximal d'une ourbe disrète fermée.
m,n : premier et dernier point d'un segment maximal.
L1 (MS) : longueur disrète d'un segment maximal.
|MS|, Card (MS) : ardinal d'un segment maximal omme ensemble de point disrets.
P(k) : faiseau de segment maximaux passant par le point Ck.
CP : partie ommune entre deux segments maximaux onséutifs.
ST : tangente symétrique.
ET : tangente étendue.
HT : demi-tangente.
FTT : tangente de Feshet-Tougne.
N : nombre de points disrets onstituant une ourbe disrete.
M : nombre de segments maximaux sur une ourbe disrète.Chapitre 3 : Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes
θi : angle formé par le i-ème segment maximal et l'axe des absisses.
S : forme onvexe eulidienne.
Γ : polygone onvexe disretPCD : polygone onvexe disret.
Vi : i-ème sommet d'un polygone onvexe disret.
ULU : lasse des segments maximaux ontenants au moins deux points d'appui supérieurs.
LUL : lasse des segments maximaux ontenants exatement un point d'appui supérieur.
nULU : nombre de segments maximaux dans la lasse ULU .
npair

LUL : nombre de segments maximaux dans la lasse LUL dont la pente est de profondeur paire.
nimpair

LUL : nombre de segments maximaux dans la lasse LUL dont la pente est de profondeurimpaire.
nMS(Γ) : nombre de segments maximaux sur le bord de Γ.
ne(Γ) : nombre d'arêtes sur le bord de Γ.
Per(Γ) : périmètre du PCD Γ alulé ave L1.Chapitre 4 : Conséquenes du omportement des parties linéaires
θ̂(k) : estimation de l'angle de la tangente au point d'indie k.
∂S : bord de la forme eulidienne S.
θ̂onv : estimateur disret de l'orientation de la tangente à un CDP omme la diretion de l'arêteontenant le point d'intérêt.



4 Notations
θ(S, x) : diretion de la tangente au point x de ∂S.
bd · : bord topologique eulidien.
θ̂MS : lasse d'estimateurs de l'orientation de la tangente basés sur les segments maximaux.
∆Θ

MS : di�érene d'angle moyenne entre segments maximaux onséutifs.
∆Θ

EDGE : di�érene d'angle moyenne entre arêtes onséutives.



IntrodutionLe développement de l'életronique dans les soiétés industrielles où règnent les onditions mo-dernes de prodution a permis aux images de prendre une plae prépondérante dans de nombreuxdomaines. Utilisées en tant que modes de représentation des données apturées par les appareilsd'aquisition, elles deviennent ainsi une forme de stokage privilégiée apparaissant naturelle poursa visualisation par les utilisateurs. Leur taille, leur nombre et leur préision vont toujours rois-sant. Les fateurs ontribuant à e phénomène sont autant soiétaux que tehnologiques. D'unepart, les images permettent une représentation �dèle du monde qui nous entoure, d'autre part, laminiaturisation des omposants permet d'augmenter la préision des apteurs et la apaité desmémoires ; augmentant ainsi la qualité de la représentation du monde. Le traitement et l'analysedes images, devenus orollaires de leur prodution, ne peuvent être assurés informatiquement quepar des algorithmes eux aussi de plus en plus performants, à la fois du point de vue de leur vitessed'exéution, de leur onsommation mémoire, de leurs préision et de leur robustesse. Néessairespartout où les images sont produites, transmises et utilisées, leurs domaines d'appliation ouvrentun large spetre : la ompression de données, la onstitution et la reherhe dans des bases dedonnées, l'imagerie médiale, la reonnaissane de formes ou le ontr�le de proessus industriels.Cependant le tri, l'organisation, la struturation, la segmentation, la visualisation et l'interpré-tation de es images néessitent l'extration d'une partie des informations qu'elles ontiennent.Au plus bas niveau les données sont de natures topologiques, géométriques, fréquentielles ou en-ore olorimétriques. L'ensemble des méthodes qui en réalisent l'extration onstitue une partie del'analyse d'image. Nous serons ii intéressés plus préisément par l'extration de aratéristiquesgéométriques en analyse de formes.Les algorithmes réalisant es tâhes, exprimés prinipalement à l'aide du formalisme mathéma-tique du ontinu, se heurtent à deux problèmes. Tout d'abord la struture spatiale des images estune donnée disrète. Ensuite la mise en ÷uvre sur mahine des algorithmes, réalisant la tradu-tion des étapes des aluls mathématiques, met en jeu des objets informatiques omme s'ils étaientpurement mathématiques. Ainsi les résultats des passages à la limite, dé�nis et exprimables mathé-matiquement, ne peuvent être utilisés failement en pratique. Aussi la solution la plus ourammentappliquée est de plonger les données disrètes dans un espae ontinu et de ombler l'informationmanquante par des modèles hoisis a priori. Les modèles retenus pour ette opération sont euxdont le omportement est failement et e�aement alulable sur mahine (polyn�mes de de-grés �nis, gaussienne, systèmes linéaires, et.). Cette méthodologie soulève deux problèmes. Toutd'abord, retransrire les données disrètes dans le monde ontinu néessite souvent des paramètressupplémentaires pour lesquels les valeurs optimales de es paramètres ne sont généralement pasonnues et e, malgré le hoix expliite du modèle ontinu pour la retransription des données.Ensuite, le biais introduit par le modèle ontinu hoisi pour la retransription des données onduità l'extration des aratéristiques du modèle hoisi, plut�t que elles des objets initiaux, imparfai-tement apturés par les proessus d'aquisitions.Une autre approhe observe que la struture et la préision des images est ohérente ave lesaluls réalisables sur mahine pour es strutures et à es préisions. Cette famille de méthodesopère sur les images en tant qu'objets disrets. Ainsi les théorèmes et les propriétés issus de la théo-rie des nombres et de l'arithmétique entière sont utilisés onjointement ave la struture disrète de5



6 Introdutiones images, et e a�n de se rapproher des aratéristiques supposées de l'objet initial de leur étude.Cet axe de ré�exion onstitue un paradigme à l'interfae des mathématiques et de l'informatiqueappelé géométrie disrète. Cette thèse s'intéresse à l'étude des parties linéaires des objets disretsen dimension deux dans le adre de la géométrie disrète. Cette étude nous onduira à identi�erune sous lasse des parties linéaires, appelée les segments maximaux, omme étant représentativede ertaines propriétés de la forme eulidienne, supposée sous-jaente aux objets disrets. Parmies propriétés, elle de la onvexité permettra la formulation de ontraintes expliitant le ompor-tement des segments maximaux sur les disrétisés des formes eulidiennes lisses et onvexes. Deette étude est née une base théorique pour prouver la onvergene multi-grille d'estimateurs loauxopérant sur les bords des objets disrets, représentés par des ontours 4-onnexes. La onvergenemulti-grille permet d'assurer que plus la préision des images est grande plus les aratéristiques ex-traites tendent vers elles que notre objet d'étude initial est supposé posséder : des aratéristiqueseulidiennes. Organisation du manusrit :Ce manusrit est déomposé en trois parties : la première (Chapitres 1 et 2) est une introdutiongénérale aux notions lassiques de géométrie disrète, qui présente aussi quelques éléments pouromparer des estimateurs puis se resserre sur la présentation des droites et segments disrets.La seonde (Chapitre 3) onstitue une étude préise du lien entre les segments maximaux et laonvexité disrète ainsi qu'une étude du omportement asymptotique des segments maximaux.En�n, la dernière partie (Chapitre 4) est une étude sur ertains estimateurs disrets et ontinus.Les résultats théoriques s'appuient prinipalement sur les résultats de la deuxième partie.Plus préisément, nous rappelons les notions de base onernant l'espae disret, notammentles relations entre les objets les plus simples. Ces notions nous amènent ensuite à étudier ommenttransférer une forme eulidienne dans le monde disret. Ce proessus de disrétisation possèdeplusieurs propriétés qui nous seront néessaires pour la deuxième partie. L'étude de e proessusnous onduit aussi à nous demander si ertaines propriétés usuelles d'un objet eulidien sonttransmises à son disrétisé et, le as éhéant, sous quelles onditions. La question de l'éventuellepréservation de la onvexité lors du proessus de disrétisation sera partiulièrement étudiée.Cette thèse se foalisant sur les estimateurs géométriques loaux, la notion de bord disret estrappelée ainsi que les équivalents disrets du théorème de Jordan. Nous présentons ensuite ertainesgrandes familles d'estimateurs utilisées en analyse d'image. Cette présentation pose le problèmede l'évaluation des estimateurs et propose des ritères objetifs pour les omparer. Les estimateursgéométriques les plus utilisés sont presque toujours dépendants d'un paramètre extérieur : la fenêtrede alul. Intuitivement, e paramètre dé�nit la taille du voisinage qui est utilisée par l'algorithmepour déterminer la quantité géométrique reherhée. Il est ainsi lair que les méthodes néessitantun paramètre pour la taille de la fenêtre de alul �xent d'emblée l'ensemble des géométries loalessur lesquelles elles opèrent. Cette restrition induit diretement la non-onvergene multi-grillede es estimateurs. Parmi les méthodes sans paramètre, les estimateurs basés sur les segmentsde droites disrètes semblent posséder un potentiel intéressant : l'adaptation automatique à lagéométrie loale de la forme. Ce hoix nous impose de présenter es objets que sont les droites et lessegments disrets et de détailler leurs propriétés. Outre les di�érentes lasses de segments disrets,leur reonnaissane par des algorithmes optimaux est aussi présentée. Leurs propriétés intrinsèquessont étudiées en ombinant la géométrie arithmétique et une desription ombinatoire basée surles frations ontinues. Ainsi nous disposons des outils néessaires pour étudier en profondeur lesrelations entre les segments maximaux et la onvexité.Dans la deuxième partie, nous examinons dans un premier temps les segments disrets sur



7le bord de disrétisés de formes onvexes. Nous herhons plus préisément des propriétés sur leson�gurations loales des segments maximaux sur es bords. Nous aratérisons, à l'aide des pointsextrémaux des segments maximaux, des ontraintes sur la position de la ourbe réelle sous-jaenteà es on�gurations loales, qui sont en fait représentatives de la onvexité. Dans un deuxièmetemps, nous étudions les on�gurations des segments maximaux sur les polygones onvexes disrets(PCD) dont les sommets sont à oordonnées entières. Nous verrons ainsi les relations profondesentre les arêtes des PCD et les segments maximaux. Le travail obtenu en onjuguant la géométriearithmétique et la desription ombinatoire se révèle indispensable dans l'établissement de es liens.Ces relations sont telles que les longueurs des segments maximaux sont exprimables à partir dela longueur des arêtes. De plus, le nombre des segments maximaux se majore par une onstantemultipliée par le nombre d'arêtes. Ces résultats sont généralisés en asymptotique en étudiant lesdisrétisés des formes lisses et onvexes et s'expriment en fontion du pas de la grille. Cei estpossible grâe à un théorème de Balog et Bárány reliant les disrétisés de formes onvexes etles sommets de l'enveloppe onvexe. Nous obtenons ainsi le omportement asymptotique de lamoyenne de la longueur des segments maximaux, qui est l'un des résultats prinipaux de ettethèse et qui est véri�é en pratique. Les omportements extrêmes sont aussi expliités, là enoreexprimés en fontion du pas de la grille. Ainsi nous sommes en mesure d'asseoir sur une baseformelle la omparaison d'estimateurs géométriques loaux et de prouver la onvergene multi-grille de ertains estimateurs.Finalement la dernière partie étudie omparativement des estimateurs de tangente disrèteexistants. Les ritères préonisés dans la première partie sont utilisés, permettant de dégagerlairement l'estimateur λ-MST omme le meilleur parmi les estimateurs de tangente basés surla reonnaissane de segments de droites. Nous ajoutons les preuves de onvergene multi-grillepour et estimateur et e grâe au travail réalisé dans la deuxième partie. Nous abordons aussila onvergene d'un estimateur de position et donnons quelques pistes onernant l'estimation dela ourbure. Il nous semble d'ailleurs di�ile de onstruire un estimateur de ourbure onvergentbasé uniquement sur une fenêtre donnée par les parties linéaires disrètes. Une brève omparaisonde l'estimateur λ-MST ave deux estimateurs de tangente n'étant pas basés sur les parties linéairesvient onforter nos intuitions : un fort potentiel pour les estimateurs disrets issus de la géométriedisrète.Au terme de e mémoire nous onlurons en rappelant les prinipaux résultats de es études etproposerons quelques pistes de reherhes qui permettraient de mettre en perspetive les travauxprésentés.



8 Introdution



Chapitre 1Géométrie disrète, estimation deparamètres et onvergene

�Elle est subversive en e qu'elle onteste lerègne absolu du ontinu en géométrie. Elleest en ours de développement pourelle-même et pour l'imagerie informatique�.J.FRANÇON
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10 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergeneCe hapitre a pour but d'introduire le problème de l'évaluation d'un estimateur géométrique.La formulation d'un tel problème met en jeu plusieurs notions mathématiques. Tout d'abord uneformalisation de l'espae de travail (topologique, géométrique) qui est utilisé sur ordinateur. En-suite omment modéliser le passage d'un objet �réel� (souvent onsidéré omme eulidien poursa topologie et sa géométrie) sur ordinateur et omment simuler ette transformation (passage dumonde �ontinu� au monde �disret�) ? Une fois l'objet disrétisé, possède-t-il enore ses propriétés ?D'une façon générale quels sont les équivalents disrets des propriétés usuelles du monde ontinu(topologiques ou géométriques) ? Quel est le bord d'une forme disrète et omment la dé�nir ?Ensuite omment aluler les quantités géométriques loales lassiques dans le monde disret etsur quels ritères faut-il déider de la pertinene du alul ? Existe-t-il des ritères objetifs, etsont-ils exprimables formellement ?Les notions néessaires à la ompréhension de es questions seront données dans e hapitreainsi que ertains éléments de réponses. Le hapitre se présente omme suit :� La setion 1 abordera le problème de la disrétisation. Nous présenterons en partiulier ladisrétisation de Gauss et ertaines de ses propriétés sur les formes lisses et onvexes du planeulidien.� La setion 2 traitera brièvement de quelques problèmes usuels de topologie. Le bord d'uneforme disrète sera dé�ni.� La setion 3 présentera les méthodes les plus usuelles pour l'estimation de paramètres géo-métriques ainsi que les ritères retenus pour leur omparaison.� La setion 4 s'attahera à formaliser un ritère objetif pour omparer les estimateurs loaux :la onvergene multi-grille.1.1 Du réel au disretNous ommenerons par rappeler les notions dérivant l'espae disret des images numériquesdans lequel nous travaillerons. Nous présenterons aussi omment passer d'un objet eulidien àun objet disret, 'est-à-dire omment faire le proessus de disrétisation et quelques dé�nitionslassiques sur les objets disrets.1.1.1 Espae disretL'espae de travail onsidéré est un pavage régulier de dimension deux dans lequel les élémentssont des ellules à oordonnées entières. Malgré l'existene d'autre types de pavages [CM91℄ nousonsidérerons uniquement le pavage arré (voir Figure 1.1.1), plus adapté aux images et matérielsexistant dans le domaine de la vision par ordinateur.Cet espae permet de onstituer des images binaires et est parfaitement adapté pour dérireles relations géométriques entretenues par les éléments de l'image ou des parties de es imagesnumériques.Ce pavage peut être assoié à Z2 (en mettant en bijetion les éléments de Z2 et le entrede haque ellule). Pour un espae de dimension n le pavage onsidéré est formé de ubes dedimension n (des n-ubes), l'espae assoié étant Zn. Le entre de gravité de haque ellule donneles oordonnées géométriques du point disret assoié à haque élément du pavage, et élémentest appelé point disret et ses oordonnées sont entières. Une olletion de points disrets formeun �objet� disret, et les questions onernant les �voisinages� des éléments des �objets� disrets seposent alors. En deux dimensions les notions de voisinages orrespondent à des adjaenes par les�tés ou les sommets des ellules.D'une façon générale un ensemble �ni de points disrets (ou une suite �nie de points distints)sera noté E et un point disret sera noté p, la ellule arrée représentant le point disret sera notée
q. Le plan disret sera noté P , le pavage dérit par l'ensemble des ellules sera noté Q et le planeulidien sera noté P . Ces ellules sont aussi appelées 2-ellules, leur �tés sont des 1-ellules etleurs sommets sont des 0-ellules omme illustré sur la Figure 1.1.2.
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Fig. 1.1.1 � Trois pavages réguliers possibles en dimension deux. De gauhe à droite : arré,triangulaire, hexagonal.

0−cellule

1−cellule

1−cellule

2−cellule

Centre de la celluleFig. 1.1.2 � Grille orthogonale régulière dans le plan ave les di�érents types de ellule.



12 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergene
Fig. 1.1.3 � Un point du plan disret en noir ave ses 4-voisins (gauhe) et ses 8-voisins (droite)en blan.Soient (x, y) et (x′, y′) les oordonnées de deux points disrets p et p′ dans notre espae en deuxdimensions.Dé�nition 1.1.1Deux ellules q et q′ distintes sont dites 1-adjaentes si et seulement si leur intersetion est une
1-ellule. Deux points du plan disret distints, p et p′, sont 4-adjaents ssi |x− x′|+ |y − y′| = 1.Dé�nition 1.1.2Deux ellules q et q′ distintes sont dites 0-adjaentes si et seulement si leur intersetion ontientune 0-ellule. Deux points du plan disret, p et p′, sont 8-adjaents ssi max(|x− x′|, |y − y′|) = 1.Ces deux dé�nitions sont illustrées sur la Figure 1.1.3. Le graphe de 4-adjaene des élémentsde P onstitue un maillage.Dans les espaes disrets de dimension n, les relations d'adjaene se généralisent sans di�ul-tés : on onsidère que deux points sont O(r)-voisins si leurs oordonnées di�èrent de 1 sur au plus
r oordonnées, les autres étant égales.Ces relations d'adjaenes permettent de dé�nir des objets disrets partiuliers. Tout d'abordil est possible de dé�nir un �hemin� liant une suite de point disrets. Cette notion de hemin seveut un équivalent disret simple pour une ourbe ouverte.Dé�nition 1.1.3Si E est une suite �nie de points disrets (pi)0≤i≤n et Rk une relation de k-adjaene alors E estun k-hemin si pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1 , pi Rk pi+1.De la même façon on peut dé�nir un objet disret dé�ni par une relation de k-adjaene.Dé�nition 1.1.4Si E est un ensemble de points disrets et Rk une relation de k-adjaene alors E est un k-objet sipour tout ouple p, p′ de E il existe un k-hemin dans E reliant p et p′.Pour un objet disret, séparer ses k-objets maximaux (au sens de l'inlusion) revient à identi�erses omposantes k-onnexes.Ces objets disrets représentent le plus souvent des régions des images numériques, obtenuespar des proessus d'aquisition. On peut par exemple modéliser le omportement des apteurs enonsidérant qu'ils e�etuent un moyennage de l'information lumineuse reçue sur l'aire onstituantleur surfae photosensible et en négligeant le bruit.On peut aussi générer diretement des objets disrets à partir d'objets issus du monde mathé-matique, en partiulier des espaes eulidiens, on utilise alors un proessus de disrétisation.Un proessus de disrétisation transforme un ensemble de points du plan eulidien en un en-semble de points du plan disret. Il existe de nombreuses méthodes de disrétisation (ertaines s'ex-priment d'une façon générale en fontion de la géométrie des ellules onstituant le plan disret).Quelques propriétés des proessus de disrétisation seront disutés par la suite. La Figure 1.1.4illustre quelques disrétisations usuelles.Dans e mémoire, nous onsidérerons prinipalement la disrétisation dite �de Gauss� en raisonde l'historique des travaux sur la onvergene d'estimations géométriques. Nous présentons aussi



1.1. Du réel au disret 13les disrétisations par aire, en rappelant que l'on peut onsidérer un point disret p omme uneellule arré q de �té 1 dont le entre de gravité est p. Dans es dé�nitions, nous onsidéreronsque X est un sous-ensemble de points du plan eulidien.Dé�nition 1.1.5On appelle disrétisation de Gauss de X et l'on note DigG (X ) l'ensemble des éléments de X ∩Z2.L'ensemble obtenu par la disrétisation de Gauss est un ensemble de points de Z2, les dé�nitionssuivantes donnent des ensembles de ellules.Dé�nition 1.1.6On appelle disrétisation par sous-ensemble arré et l'on note Dig⊂ (X ) l'ensemble des élémentsde ⋃q∈Q(q ⊆ X ).Dé�nition 1.1.7On appelle disrétisation par intersetion et l'on note Dig∩ (X ) l'ensemble des éléments de ⋃q∈Q(q∩
X 6= ∅).Dé�nition 1.1.8On appelle disrétisation par aire ν et l'on note Digν (X ) l'ensemble des éléments de ⋃q∈Q(aire(q∩
X ) ≥ ν).Ces dé�nitions sont aussi onnues sous d'autres noms (f [KR04a℄) :Dé�nition 1.1.9Soit X un sous ensemble de R2. DigJ− (X ) est l'union des 2-ellules omplètement ontenues dans
X . DigJ+ (X ) est l'union des 2-ellules dont l'intersetion ave X est non-vide. DigJ− (X ) estappelée disrétisation intérieure de Jordan et DigJ+ (X ) est appelée disrétisation extérieure deJordan.

DigJ− (X ) orrespondant à la disrétisation par sous-ensemble arré et DigJ+ (X ) à la dis-rétisation par intersetion. On remarquera que Dig⊂ (X ) ⊆ Digν (X ) ⊆ Dig∩ (X ) et Dig⊂ (X ) ⊆
DigG (X ) ⊆ Dig∩ (X ). Il existe enore beauoup d'autres façons de disrétiser un objet euli-dien, notamment les ourbes ou les ars en onsidérant la distane eulidienne aux points de lamaille induite par le pavage, GIQ par exemple, dont nous donnons la dé�nition pour des raisonshistoriques :Dé�nition 1.1.10La disrétisation par intersetion de la grille d'une ourbe plane est l'ensemble des points du plandisret qui sont les plus prohes (pour la distane eulidienne) des points d'intersetion de la ourbeave les lignes de la grille.Il est à noter que auune de es disrétisations n'est invariante par translation, 'est-à-dire queun même objet eulidien translaté à di�érents endroits du plan peut donner des disrétisés ayantune géométrie di�érente.1.1.2 Le proessus de disrétisationLa remarque préédente est à rapproher de elle-i : un objet réel peut avoir des disrétisationsà des résolutions di�érentes. Par exemple, sans hanger le proessus de disrétisation, il su�t dedisrétiser le dilaté de l'objet eulidien. Sinon il su�t de onsidérer une autre grille régulière et defaire la disrétisation de l'objet eulidien par rapport à ette dernière grille.Ainsi la notion même de résolution, 'est-à-dire la taille d'un objet, est en fait liée à la grillehoisie pour disrétiser l'objet réel. Considérerons une forme réelle dans le plan eulidien et super-posons une grille disrète régulière (dont les axes ont mêmes diretions et mêmes orientations quele plan eulidien) dont la di�érene de pas vaut h, 'est à dire que la distane entre deux éléments
4-onnexes vaut h, omme illustré sur la Figure 1.1.5. La résolution de la forme disrétisée sur
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Fig. 1.1.4 � De gauhe à droite et de haut en bas : disrétisation de Gauss, par sous-ensemblearré, par intersetion et par aire (ν = 1
6 ) d'une ellipse.ette nouvelle grille disrète est alors onsidérée omme l'inverse de e pas h, intuitivement ettequantité est bien liée à la taille de l'objet en pixels. On pourra remarquer qu'il revient au mêmede dilater la forme par un oe�ient r = 1

h et de prendre sa disrétisation pour un pas unitaire.Nous sommes don amenés à onsidérer non plus une disrétisation mais une disrétisation à uneéhelle donnée :Dé�nition 1.1.11On appelle disrétisation de Gauss de résolution 1
h de X et l'on note DigGh (X ) l'ensemble deséléments de X ∩ (hZ× hZ).Cette notion de disrétisé pour le pas de grille h peut bien sûr être appliquée aux préédentesdisrétisations. Lateki, Conrad et Gross ([LCG98℄) se proposent de noter Dig (h,X ) la disrétisa-tion d'un ensemble X sur une grille disrète dont les ellules sont des arrés (une ellule arrée estnoté q) de diamètre h et onsidèrent les as où trois propriétés importantes sont véri�és :Propriété 1.1.12Si un arré q de Q est ontenu dans X , alors q ∈ Dig (h,X ).Propriété 1.1.13Si un arré q de Q est disjoint de X , alors q /∈ Dig (h,X ).Propriété 1.1.14Si un arré q de Q est dans Dig (h,X ) et que aire(X ∩ q) ≤ aire(X ∩ q′) pour un arré q′ de Q ,alors q′ ∈ Dig (h,X ).On remarquera que les disrétisations présentées en Déf. 1.1.6,Déf. 1.1.7 et Déf. 1.1.8 véri�entes trois propriétés, ontrairement à la disrétisation de Gauss (Déf. 1.1.5).La résolution des objets disrets semble liée à la notion d'approximation, on sera en partiulierintéressé par le omportement de la forme disrétisée lorsque le pas de la grille tend vers zéro a�nd'observer si les propriétés (onvexité, onnexité, topologie par exemple) se transmettent ou seonservent.1.1.3 Propriétés de formes disrétisésUn disrétisé étant toujours moins rihe que l'objet eulidien dont il provient, est-e que sespropriétés sont onservés d'un espae à l'autre ? Plus préisément existe-t-il une résolution à partir
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Fig. 1.1.5 � Plan eulidien et grille disrète de pas h superposé.de laquelle les objets eulidiens1 et leurs disrétisés ont des propriétés ommunes ? En partiulier,les objets disrétisés sont-ils toujours d'un seul tenant et plus généralement gardent-ils la mêmetopologie ? Cette question a été abordée par Lateki, Conrad et Gross [LCG98℄ et ils montrentque :Théorème 1.1.15Pour tout sous ensemble A, C2 du plan (fermeture d'un ensemble ouvert dont le bord peut êtredonné omme une union �nie de ourbes disjointes C2) il existe toujours une résolution h à partirde laquelle A et Dig (h, A) ont même topologie.Par la suite nous onsidérerons que bd (X ) est le bord topologique de X , que X c est son om-plémentaire et que int (X ) est son intérieur. Lateki et. al. s'appuient sur la dé�nition d'ensemble
par(r)-réguliers pour démontrer le théorème préédent :Dé�nition 1.1.16Pour X étant un sous-ensemble du plan eulidien de bord (topologique) ompat, on dira que :� X est par(r, +)-régulier si il existe une boule extérieure osulatoire de rayon r en tout pointdu bord de X .� X est par(r,−)-régulier si il existe une boule intérieure osulatoire de rayon r en tout pointdu bord de X .� X est par(r)-régulier si il est par(r, +)-régulier et par(r,−)-régulier.Une boule osulatoire intérieure de rayon r en un point x notée iob (r, x) de bd (X ) véri�e
bd (X ) ∩ bd (iob (r, x)) = {x} et iob (r, x) ⊆ int (X ) ∪ {x}. Similairement, une boule osulatoireextérieure de rayon r en un point x notée oob (r, x) de bd (X ) véri�e bd (X ) ∩ bd (oob (r, x)) = {x}et oob (r, x) ⊆ X c∪{x}. Ainsi d'après es dé�nitions un erle de rayon r n'est pas par(r)-régulier.Ils montrent aussi que pour tout ensemble A, C2 il existe u tel que A soit par(u)-régulier, et ilsonluent à l'aide du Théorème 5 de [LCG98℄.On remarque que ertains sous-ensembles simples du plan pourtant onvexes, ne gardent pasleurs topologie lorsque l'on passe dans le monde disret (voir Figure 1.1.6).Bien que de nature purement topologique e résultat a des impliations très fortes pour lesdisrétisés, en partiulier ertaines on�gurations de points disrets sont exlues :Théorème 1.1.17Soit A un ensemble par(r)-régulier, alors la on�guration spatiale des points de la Figure 1.1.7 etsa rotation à 90 degrés ne peuvent être présents dans Dig (r, A).Grossièrement, il s'en suit que Dig (r, A) est 4-onnexe et de omplémentaire 4-onnexe, le termeonsaré étant bien-omposé [LLR95℄. Malheureusement, la disrétisation de Gauss ne véri�e pas1Ou plus vraisemblablement ertains sous-ensembles du plan ayant des propriétés remarquables.
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Fig. 1.1.6 � Convexe de R2 dont la disrétisation de Gauss est toujours déonnetée quel que soitle pas de disrétisation h ≤ 1.
Fig. 1.1.7 � Cette on�guration spatiale des points et sa rotation à 90 degrés ne peuvent êtreprésentes dans Dig (r, A) sous les onditions du Théorème 1.1.17.la Propriété 1.1.14 et es puissants théorèmes ne peuvent pas être utilisés. Cependant on peutfailement montrer le lemme suivant sur la base de onsidérations similaires :Lemme 1.1.18Soit X un ensemble onvexe du plan de bord C3 de ourbure stritement positive, il existe alors hStelle que pour tout h ≤ hS, DigGh (X ) soit 4-onnexe.Preuve:En utilisant [LCG98℄, il existe uX tel que X soit par(uX )-régulier. Tout ensemble par(r)-régulierest aussi par(r′)-régulier pour r′ ≤ r d'après leur dé�nition.Supposons maintenant que uX ≥ h, et que DigGh (X ) ait plusieurs omposantes onnexes.Chaune de es omposantes ontient des points disrets situés juste au bord de l'objet disret('est à dire un point dont l'un des 4-voisins n'est pas un point de DigGh (X )), sinon X ne seraitonvexe.Considérons maintenant que hS = uX

8 et observons DigGh (X ) ave h ≤ hs ; la par(uX )-régularité implique les boules osulatoires intérieures et extérieures sont au moins de diamètre 8hle long du bord de X , de telles boules ontiennent toujours un arré de quatre ellules, les boulesosulatoires intérieures se déplaçant ontinûment le long de bd (X ), le hemin 4-onnexe dé�ni parleur disrétisation (DigGh

(
⋃

x∈bd(X ) iob (h, x)
)) ontient tous les points disret au bord de X , ilrelie par onséquent toutes les omposantes 4-onnexes de DigGh (X ) et DigGh (X ) est 4-onnexe.

� De la même façon, une propriété simple omme la onvexité est-elle garantie passée une er-taine résolution ? Et omment dé�nir une onvexité disrète ? Rappelons tout d'abord la dé�nitioneulidienne de la onvexité :Dé�nition 1.1.19Un ensemble X est dit onvexe si et seulement si tout segment eulidien traé entre deux points
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Fig. 1.1.8 � Points disrets triangulaires à un triplet de points. Les trois points en noir représententle triplet, en blan les points dits triangulaires. L'ensemble obtenu (points blans et points noirs)est 8-onnexe.appartenant à X est ontenu dans X .Voss propose une dé�nition de la onvexité disrète, basée sur la dé�nition de points dit trian-gulaires à un triplet de point ([Vos93℄) :Dé�nition 1.1.20Soit un triplet de points disrets non-ollinéaires (p1, p2, p3). Les oordonnées de tout point p =
(x, y) s'expriment omme :

x = x1 + λ(x2 − x1) + µ(x3 − x1),

y = y1 + λ(y2 − y1) + µ(y3 − y1),

λ =
(x− x1)(y3 − y1)− (y − y1)(x3 − x1)

(x2 − x1)(y3 − y1)− (y2 − y1)(x3 − x1)
,

µ =
(x− x1)(y2 − y1)− (y − y1)(x2 − x1)

(x3 − x1)(y2 − y1)− (y3 − y1)(x2 − x1)
.

p est dit triangulaire par rapport à (p1, p2, p3) si λ ≥ 0, µ ≥ 0 et λ + µ ≤ 1.Dé�nition 1.1.21Un ensemble E est dit onvexe si pour n'importe quel triplet (p1, p2, p3) de points de E, tout point
p triangulaire à (p1, p2, p3) est dans E.Cette dé�nition a ependant le désavantage de onsidérer omme onvexe des ensembles 8-onnexes (voir Figure 1.1.8). Nous verrons pourquoi ei est gênant lorsque nous onsidérerons lesbords disrets des objets.On remarque que pour tout triplet les valeurs limites sur λ et µ orrespondent aux pointseulidiens du bord de son enveloppe onvexe. Nous notons conv (X ) l'enveloppe onvexe de Xet observons que conv (E) est dans le as général un sous ensemble de P . Remarquons que lesensembles onvexes ont une propriété remarquable vis-à-vis de la disrétisation de Gauss :Lemme 1.1.22Soit X un ensemble onvexe du plan eulidien , alors DigG (X ) = DigG (conv (DigG (X ))).



18 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergenePreuve:Nous montrons tout d'abord que DigG (X ) ⊆ DigG (conv (DigG (X ))) :
DigG (X ) ⊆ conv (DigG (X ))

DigG (DigG (X )) ⊆ DigG (conv (DigG (X )))

DigG (X ) ⊆ DigG (conv (DigG (X )))Puis, tout élément de DigG (conv (DigG (X ))) étant aussi dans DigG (X ), remarquons que :
DigG (conv (DigG (X ))) ⊂ conv (DigG (X )) ⊂ X ,il vient alors :

DigG (conv (DigG (X ))) ⊂ DigG (X ) .

�Cependant ette propriété ne su�t pas à garantir la 4-onnexité, (voir la Figure 1.1.6), on peutependant dé�nir un polygone onvexe disret en prenant garde à ses omposantes onnexes :Dé�nition 1.1.23 (Polygone onvexe disret (PCD))Un polygone onvexe disret (PCD) Γ est un sous-ensemble du plan disret non vide ave une seuleomposante 4-onnexe égal à la disrétisation de son enveloppe onvexe, i.e Γ = DigG (conv (Γ)).Ses sommets (Vi)i=1..e forment le sous-ensemble minimal pour lequel Γ =
DigG (conv (V1, . . . , Ve)).Nous onsidérerons la dé�nition suivante pour la onvexité disrète :Dé�nition 1.1.24 (Convexité disrète)Un ensemble E est dit onvexe si et seulement si 'est un PCD.Par onstrution le omplémentaire d'un PCD est 4-onnexe, les PCD sont par onséquentdes objets bien omposés. Par la suite nous serons amenés à onsidérer les bords de disrétisésd'ensembles onvexes du plan de bord C3 de ourbure stritement positive, nous noterons ettefamille de formes F3

c . Une bonne propriété de es ensembles est que leurs disrétisés sont des PCDau-delà d'une ertaine résolution.Lemme 1.1.25Soit X ∈ F3
c, il existe alors hS telle que pour tout h ≤ hS, DigGh (X ) soit un PCD.Preuve:D'après le Lemme 1.1.18 il existe hC tel que pour tout h inférieur ou égal à hC , DigGh (X ) soit

4-onnexe. En utilisant le Lemme 1.1.22, DigGh (S) = DigGh (conv (DigG (X ))). DigGh (X ) estdon par dé�nition un PCD. �Nous avons vu que ertains sous ensembles du plan eulidien gardaient leur topologie par ladisrétisation, mais qu'en est-il de la topologie de l'espae disret ?1.2 Topologie et géométrie disrèteNous présentons ii quelques notions simples de topologie permettant de dé�nir les bords desobjets disrets sur la grille disrète. Fondamental pour la dé�nition des fontions ontinues dans lesmathématiques lassiques, la reherhe en topologie disrète s'est plut�t foalisée sur des équivalentsdisrets du théorème de Jordan.



1.2. Topologie et géométrie disrète 191.2.1 Topologie généraleNous rappelons ii la dé�nition lassique d'un espae topologique, ainsi que d'autres dé�nitionsde topologie générale. X désigne un ensemble et O est une partie de P (X), autrement dit unefamille de sous-ensembles de X .Dé�nition 1.2.1On dit que (X,O) est un espae topologique si O véri�e :� X, ∅ ∈ O.� Une intersetion �nie d'élément de O est enore un élément de O.� Une union quelonque d'éléments de O est enore un élément de O.Un élément de O est appelé ouvert.Cette dé�nition est malheureusement peu utile dans le monde disret, à moins de onsidérerune topologie triviale où tous les éléments sont ouverts ou fermés. Néanmoins d'autres objetstopologiques nous seront utiles par la suite pour dé�nir proprement les bords des objets disrets :Un espae topologique est dit séparable s'il véri�e l'axiome suivant :Dé�nition 1.2.2Pour tout ouple d'éléments distints de X, il existe un ouvert de O ontenant un seul d'entre eux.Dé�nition 1.2.3Un omplexe ellulaire abstrait C = (E, B, dim) est un ensemble E d'éléments abstraits muni d'unerelation binaire antisymétrique, irré�exive et transitive B ⊂ E×E appelée relation de bord et d'unefontion de E dans Z+ telle que dim(e′) < dim(e′′) pour tout ouple (e′, e′′) en relation par B.Mais avant d'utiliser es dé�nitions, et de voir en quoi elles sont néessaires pour la dé�nitionde la topologie dans le monde disret, introduisons les équivalents disrets du théorème de Jordan.1.2.2 Topologie disrèteLe plan Z2 n'étant pas muni d'une topologie a priori, les reherhes onernant la topologie desimages digitales se sont d'abord onentrées sur le graphe d'adjaene, 'est seulement plus tardque les omplexes ellulaires ont été employés.La séparation de l'intérieur et de l'extérieur d'un objet est une des propriétés lassiques quel'on voudrait bien pouvoir transférer dans le monde disret, notament pour dé�nir le bord d'unobjet disret.Théorème 1.2.4Si J est une ourbe fermée simple dans R2 , alors le théorème de Jordan (aussi appelé théorèmede Jordan-Brouwer dans le as général en dimension n) stipule que R2 − J a deux omposantes(une �intérieure� et une �extérieure�), J étant le bord de haune d'entre elles.Le premier problème onsiste à dé�nir l'équivalent d'une ourbe fermée simple. On ommenepar restreindre la notion de k-hemin pour ause de onsidérations topologiques :Dé�nition 1.2.5Si E est un ensemble de points disrets et Rk une relation de k-adjaene alors E est un k-ar sitout élément p de E a exatement deux k-voisins dans E à l'exeption de deux éléments appelésextrémités de l'ar qui n'ont qu'un seul voisin.Lorsque le k-ar est fermé, il est appelé k-ourbe :Dé�nition 1.2.6Si E est un ensemble de points disrets et Rk une relation de k-adjaene alors E est une k-ourbesi tout élément p de E a exatement deux k-voisins dans E.



20 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergene

Fig. 1.2.1 � Exemple de 4-hemins n'étant pas des 4-ars, ertains points ayant plus de deux
4-voisins.

4−adjacence

8−adjacenceFig. 1.2.2 � À gauhe une 8-ourbe sépare son omplémentaire en deux omposantes 4-onnexes.À droite une 4-ourbe sépare son omplémentaire en deux omposantes 8-onnexes.Notons que tout k-ar est un k-hemin, la réiproque étant bien sûr fausse omme le on�rmentles exemples de la Figure 1.2.1. En e�et, un ensemble de points disrets est un k-ar (k-ourbe)s'il existe une seule façon de onstruire une suite de points k-onnexe passant par tous les pointsde l'ensemble.Intuitivement l'objet et son omplémentaire devraient utiliser les mêmes relations d'adjaene,ependant il existe des as où ertains ensembles se retrouvent déonnetés mais séparent leuromplémentaire en deux omposantes (voir Figure 1.2.2, 4-adjaene à gauhe). Une premièresolution onsiste à onsidérer que l'objet et le fond n'ont pas les mêmes onnexités. Le théorèmede Jordan en version disrète donnerait (en onsidérant que l'analogue d'une ourbe simple ferméede R2 est une k-ourbe) :Théorème 1.2.7Le omplémentaire de tout 4-ar (resp. 8-ar) est 8-onnexe (resp. 4-onnexe). Le omplémentairede toute 4-ourbe (resp. 8-ourbe) non réduite à 4 points a deux omposantes 8-onnexes (resp.
4-onnexes) dont l'une est bornée et l'autre non.La Figure 1.2.2 donne une illustration du théorème.
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Fig. 1.2.3 � Problème possible pour la dé�nition du bord en tant que points du plan disret. Engris les points de l'objet, les traits représentent le bord.Ce théorème pose un problème d'homogénéité entre le fond de l'image et l'objet onsidéré, bienque la aratéristique d'Euler soit alulable loalement, il impose de séparer l'objet de son fond.Pour ertains objets disrets les problèmes de 4-onnexité et de 8-onnexité n'existent pas :Dé�nition 1.2.8
E est faiblement bien-omposé si n'importe quelle omposante 8-onnexe de E est 4-onnexe.Dé�nition 1.2.9
E est bien omposé si E et E sont faiblement bien omposés.Ces objets permettent d'énoner un théorème de Jordan plus simple :Théorème 1.2.10 (Théorème de Jordan ([LLR95℄))Le omplémentaire d'une k-ourbe simple fermée bien omposé a exatement deux omposantesonnexes.L'objet étant bien omposé, les omposantes 4-onnexe et 8-onnexes sont équivalentes et leThéorème 1.2.7 onlut. Ainsi que le préisent les auteurs dans [LLR95℄, le nombre d'Euler assoiéest toujours loalement alulable. Maintenant que l'on a un équivalent disret d'une ourbe simplefermée, il reste à dé�nir omment l'obtenir à partir d'un objet disret.Le bord est un ensemble de points du plan disretÉtant donné un objet disret, on onsidère que son bord est onstitué des points les plus�prohes� des points extérieurs. Dans le as d'un objet bien omposé, haque omposante 4-onnexedu �bord� est alors une 4−courbe, et l'on applique le théorème préédent pour séparer l'intérieur del'extérieur. Cependant on peut trouver des objets disrets pour lesquels les omposantes 4-onnexesdu bord s'intersetent (voir Figure 1.2.3).D'autre part, ette dé�nition impose de onsidérer deux types de bords, l'un intérieur et l'autreextérieur. Chose plut�t ontre-intuitive au vue de la dé�nition eulidienne qui dé�nit le mêmeensemble pour la frontière de X dans P et de P\X dans P :Dé�nition 1.2.11Le bord d'un ensemble X dans P est l'ensemble de tous les éléments e de P tel que tout voisinagede e intersete à la fois X et son omplément P\X .Le problème majeur vient du fait que le graphe d'adjaenes ne su�t pas à dé�nir une topologieau sens mathématique du terme (sauf si l'on onsidère que tous les éléments de l'espae sont desouverts, mais la topologie ainsi dé�nie est triviale). Par onséquent il est néessaire de dé�nirproprement les ensembles ouverts et fermés de Z2 avant de herher à dé�nir des équivalents duthéorème de Jordan.
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Fig. 1.2.4 � Déomposition de ellules arrées en leurs éléments de dimensions inférieures. En grislair les 2-ellules, en gris foné les 1-ellules, en noir les 0-ellules.Approhe par omplexes ellulairesLes omplexes ellulaires sont une branhe de la topologie générale initié par Whitehead (voirpar exemple [Whi49a, Whi49b℄). Ces objets n'ont été que tardivement utilisés pour dé�nir lessurfaes et bords des objets dans les images numériques. Parmi eux qui ont utilisé es objetspour résoudre les problèmes liés aux approhes par graphe d'adjaenes on peut iter Kovalevsky([Kov89℄). Le point important est ii que l'on puisse onstruire une topologie au sens mathématiquedu terme 2 en élatant Zn dans Rn. Une fois ette topologie onstruite, on peut appliquer lesdé�nitions lassiques issues des mathématiques.L'un des théorèmes importants montrés par Kovalevsky ([Kov89℄) a�rme que tout espae to-pologique �ni ayant la propriété de séparation est isomorphe à un omplexe ellulaire abstrait. Uneonséquene de e théorème est que la reherhe de strutures topologiques �nies di�érentes desomplexes ellulaires est vaine.Pour le as 2D, on proède omme suit (voir la �gure Figure 1.2.4) :� un pixel (2-ellule) représente la ellule arrée privée de ses �tés et est un élément de dimen-sion 2, onsidéré omme un ouvert de R2,� un lignel (1-ellule) représente un �té de la ellule arrée sans ses extrémités, 'est un élémentde dimension 1, es éléments sont ouverts d'un �té (selon une dimension) et fermée de l'autre,� en�n un pointel (0-ellule) représente un sommet d'une ellule arrée, et 'est un élément dedimension 0.Ainsi un objet disret bien omposé donné seulement par les oordonnées de ses points seraonsidéré omme la réunion des 2-ellules de même oordonnées que les points, ainsi que leur 1et 0-ellules attenantes. On extrait alors le bord omme indiqué sur la �gure Figure 1.2.5. Il nes'agit que de la dé�nition lassique (voir la Déf. 1.2.11 ). Plongé dans R2 il s'agit bien d'une ourbefermée simple séparant son omplémentaire en deux omposantes.On remarquera que les bords de e type sont aussi obtenus lorsque l'on onsidère des approhespar ontour inter-pixel. Le bord est une suite de points dans (Z + 1
2 ) × (Z + 1

2 ), qui forment un
4-hemin dans et espae. On onsidérera par la suite que le bord d'un objet bien omposé dans2

Z
n n'a pas de topologie a priori.
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Fig. 1.2.5 � Ensemble des 0-ellules et des 1-ellules assoiées au bord d'un objet bien omposé endimension deux.
Z2 est elui obtenu par la déomposition ellulaire.Ainsi nos bords véri�eront :� tout élément du bord a un prédéesseur et un suesseur,� es éléments sont 4-onnexes deux-à-deux,� le bord ne présente pas d'auto-intersetions.Codage du bord et notationsSi l'on onsidère les deux onnexités usuelles en 2D, on peut failement dérire le bord d'unobjet disret �ni omme un mot �ni sur un alphabet de quatre ou huit lettres, es lettres étantappelées odes de Freeman [Fre70℄. Chaque lettre orrespond à l'un des déplaements possiblesselon la onnexité hoisie. Dans le as de la 4-onnexité, les lettres seront onsidérées omme suit :� 0 : déplaement vers la droite,� 1 : déplaement vers le haut,� 2 : déplaement vers la gauhe,� 3 : déplaement vers le basLe odage du bord est alors faile omme le montre la Figure 1.2.6 et très ompat. De plusertaines propriétés sont alulables à partir du mot ainsi formé. Par exemple on identi�e failementles déplaements par otant (orrespondant à des suites faites d'au plus deux lettres di�érentes deun modulo quatre), le nombre de lettres donne le nombre de points du ontour, les permutationsdu système d'axes se font failement par permutations des lettres.Nous pouvons maintenant ompléter nos notations :� Une 4-ourbe disrète (étant le bord d'un objet) sera notée C.� Le bord d'un objet disret E sera noté ∆(E).� Par abus de notation le bord du disrétisé de X à la résolution h sera noté ∆h(X ).� Les points de la ourbe disrète seront numérotés de façon roissante, étant donné une orien-tation, de 0 à N .� Le point de la ourbe disrète d'index i sera noté Ci.3� La suite de points de la ourbe disrète d'indies i à j (j ≥ i) sera noté Ci,j .3Cei donne une paramétrisation pour l'absisse urviligne triviale de la ourbe.
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Fig. 1.2.6 � Bord d'un objet exprimé selon le ode de Freeman à partir du point entouré :
011030030323221221.1.2.3 Géométrie disrèteLa dé�nition d'une géométrie disrète à proprement parler est très problématique, et pourraitêtre abordée de plusieurs façons : d'une façon axiomatique (à la Hilbert) ou par l'étude des isomé-tries dans et espae (à la Klein) ou enore en étudiant les propriétés géométriques des objets oude ertaines fontions, notament les produits salaires.Bien que les éléments les plus simples soient lairement dé�nis : point disret et droite disrète(en onsidérant qu'une droite disrète est la disrétisation d'une droite eulidienne), plusieursproblèmes se posent. Par exemple omment dé�nir un angle dans le monde disret entre unedroite de pente rationnelle et une de pente irrationnelle ? Que dire des droites disrètes dontl'intersetion ontient autant de points que l'on veut ? De même, omment dé�nir un triangle, etplus généralement omment dé�nir des objets géométriques lassiques (médiatries ou médianespar exemple) ?La dé�nition formelle d'une géométrie disrète se heurte ainsi à un problème majeur : lespropriétés fondamentales (les axiomes) de la géométrie eulidienne ne sont pas respetés. Paronséquent la onstrution d'un espae géométrique eulidien disret est impossible. Et pourtanton voudrait travailler sur les objets disrets en utilisant les notions lassiques de la géométrieeulidienne.Pour les isométries, E. Andrès ([And92℄) étudia les rotations par erle disret en gardant unemesure eulidienne, malgré de bons résultats pour ertains angles (dont la tangente est rationnelle),la rotation �sans perte� ne semble pas enore possible, la aratérisation par les isométries est donompromise.En�n les mesures que l'on peut e�etuer sur un objet disret sont déliates puisque dé�nir unobjet par des aratéristiques analytiques (intégrale, ourbure, normale, dérivée) supposerait quel'on ait dé�nit es quantités au préalable et qu'elles forment un tout ohérent. Bien sûr il existedes dé�nitions pour ertaines de es quantités (ourbure, tangente, normale) mais lesquelles hoisiret sont elles mathématiquement pertinentes et ohérentes entre elles ? Comment s'assurer que esoient les �bonnes dé�nitions� pour formuler es objets ?Étant dans l'impossibilité de onstruire une axiomatique de ette géométrie, ne disposant pasdes fontions lassiques pour aratériser et espae géométrique et n'ayant pas non plus les outilsde plus haut niveau issus de l'analyse, ette géométrie disrète herhe pour l'instant à trouver deséquivalents d'objets onnus dont les traits sont représentatifs des propriétés lassiques.Nous avons déjà vu e qu'était un PCD, qu'une droite disrète est la disrétisation d'une droite



1.3. Estimation de aratéristiques géométriques 25eulidienne, un demi-plan disret est aussi la disrétisation d'un demi-plan eulidien, il existe aussides dé�nitions de erles issus de disrétisations.Malheureusement la disrétisation ne permet pas toujours de passer failement d'une expressionanalytique (pour l'objet eulidien) à une autre expression analytique (pour l'objet disret). Enpartiulier les ourbes exprimées à partir d'intégrales ou de dérivés semblent hors de portée. Enrevanhe des pistes sérieuses pour ertaines ourbes exprimées par des expressions polyn�miales àoe�ients rationnels sont envisageables, en partiulier elles de paraboles disrètes ont été trèsréemment proposées ([IDR06℄).Le problème de la dé�nition de la géométrie disrète est di�ile et se résume aujourd'hui à unhoix : faut-il dé�nir les équivalents des propriétés eulidiennes dans l'espae disret ou doit-ondé�nir les équivalents d'objets eulidiens ayant des propriétés partiulières qui les transporteraient ?La deuxième solution semble plus faile surtout lorsque l'on possède une expression arithmétiquede l'objet disret. Intuitivement plus les expressions sont prohes des formulations eulidiennes plusles propriétés sont similaires (à ondition de onsidérer les objets pour des résolutions su�sammentgrandes).Nous présentons brièvement des dé�nitions d'objets disrets qui véri�ent une formulation arith-métique très prohe de elles des objets eulidiens dont ils sont les �équivalents� et dont ils semblentposséder les propriétés ou du moins ertaines aratéristiques fondamentales.Dé�nition 1.2.12 (Droite de pente rationnelle4)On appelle droite disrète standard de aratéristiques (a, b, µ), ave (a, b, µ) ∈ Z3 et a et b premiersentre eux, l'ensemble des points du plan disrets de oordonnées (x, y) véri�ant :
µ ≤ ax− by < µ + |a|+ |b|Dé�nition 1.2.13 (Cerle arithmétique([And92℄))On appelle erle disret 4-onnexe de rayon r entré en l'origine, l'ensemble des points du plandisret de oordonnées (x, y) véri�ant :
2r2 ≤ x2 + y2 < 2(r + 1)2Dé�nition 1.2.14 (Parabole disrète droite([IDR06℄))On appelle parabole disrète standard de aratéristiques (a, b, c) ∈ R3, l'ensemble des points duplan disrets de oordonnées (x, y) véri�ant :

|2ax + b|+ 1

2
< ax2 + bx + c− y < −|2ax + b|+ 1

21.3 Estimation de aratéristiques géométriquesCette setion se onentre sur l'introdution au problème de l'estimation de aratéristiquesgéométriques. Rappelons que l'on parle d'estimation pare que l'on ne herhe pas la quantité géo-métrique de la ourbe disrète, mais elle de la ourbe eulidienne sous-jaente. Cette ourbe étantinonnue, il est néessaire de supposer qu'elle possède ertaines propriétés (ontinuité, dérivabilité,onvexité, et). Par onséquent l'évaluation de la quantité géométrique sur la ourbe disrète n'estqu'une approximation de la valeur reherhée.Les quantités géométriques envisagées se séparent en deux grandes familles : les quantitésglobales et les quantités loales :� Les quantités globales néessitent de onnaître toute la ourbe pour les aluler, les plusonnues sont le périmètre, l'aire ou enore les moments.� Les quantités loales sont déterminées sur un voisinage du point onsidéré, en ontinu esvaleurs sont déterminées par passage à la limite lorsque l'on onnaît une paramétrisation dugraphe représentant la ourbe.



26 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergeneDans e mémoire nous serons amenés à onsidérer des estimateurs pour des quantités géo-métriques loales, 'est-à-dire des estimateurs évaluant une quantité géométrique à partir d'unvoisinage du point de la ourbe onsidérée.Commençons par rappeller les dé�nitions des quantités ontinues les plus ourantes.On onsidère généralement que la ourbe ontinue C est paramétrée C(t) = (x(t), y(t)), x(t)et y(t) étant les fontions de position en oordonnées artésiennes. Souvent on utilise l'absisseurviligne omme paramétrisation (notée ave un s). Le veteur dérivé de la ourbe au point C(t)est notée Ċ(t) = (ẋ(t), ẏ(t)), le veteur dérivé seonde est notée C̈(t) = (ẍ(t), ÿ(t)).Si le veteur dérivé ne s'annule pas, on dé�nit le veteur tangent unitaire omme :
τ(t) =

Ċ(t)
∥
∥
∥Ċ(t)

∥
∥
∥

2

.On dé�nit aussi l'orientation φ de la tangente au point C(t) omme tan (φ(t)) = ẏ(t)
ẋ(t) . L'orien-tation est alors obtenue omme l' ar tangente du rapport ẏ(t)

ẋ(t) , sa dérivée s'exprime alors omme
φ̇ = ẋÿ−ẏẍ

ẋ2+ẏ2 .On note κ la ourbure en un point. Aux points où la dérivée seonde existe et ne s'annule pason a :
κ =

ẋÿ − ẏẍ

(ẋ2 + ẏ2)
3
2

=
dφ

ds
=

dφ

dt

dt

ds
=

φ̇
√

ẋ2 + ẏ2On peut aussi aluler la ourbure en herhant le plus grand erle insrit, son rayon étantalors l'inverse de la ourbure.La longueur entre deux points sur la ourbe vaut l'intégrale de la norme ‖.‖2 du veteur dérivéle long de la ourbe entre es deux points.Les méthodes qui seront présentées i-après sont des estimateurs, par onséquent les quantitésgéométriques ne sont que des approximations et nous utiliserons un �hapeau� (̂·) pour bien lesdi�érenier. Rappelons en�n ii que les ourbes étudiées dans l'espae disret sont 4-onnexes.Soit C la ourbe disrète, son absisse urviligne est induite par les indies des points, numérotésde façon roissante en parourant la ourbe disrète selon une orientation, la ourbe a N points,
Ci = (x(i), y(i)) donne les oordonnées artésiennes du ième point de la ourbe. On onsidère que
ˆ̇Ci = (ˆ̇x(i), ˆ̇y(i)) est le veteur dérivé au point i, le veteur dérivée seonde s'érit : ˆ̈Ci = (ˆ̈x(i), ˆ̈y(i)).1.3.1 Méthode naïve : di�érenes �niesCette méthode est itée pour des raisons historiques et aussi par e qu'elle apparaît intuitiveet est enore utile dans ertains as (notament pour des signaux monodimentionnels).On onsidère que le veteur dérivé est donné par :

ˆ̇C(i) =
Ci+1 − Ci−1

2
=

(
xi+1 − xi−1

2
,
yi+1 − yi−1

2

)

.Cette méthode est inadaptée aux ourbes disrètes 4-onnexes puisqu'elle ne donne que 8 valeurspossibles pour la dérivée et 8 pour l'orientation du veteur tangent. Elle est ependant utilisée pourfaire des résolutions numériques d'équations aux dérivées partielles. On la retrouve même utiliséepour faire une estimation rapide de l'orientation de la tangente.Le veteur de la dérivée seonde donne :
ˆ̈C(i) =

Ci+2 + Ci−2 − 2Ci

4
.soit un alul de ourbure donnant :

κ̂(i) =
(xi+1 − xi−1)(yi+2 + yi−2 − 2yi)− (yi+1 − yi−1)(xi+2 + xi−2 − 2xi)

4(((xi+1 − xi−1)2 + (yi+1 − yi−1)2))
3
2



1.3. Estimation de aratéristiques géométriques 271.3.2 Méthodes paramétréesNous présenterons ii les méthodes les plus lassiques dépendants de paramètres de réglages.Leur nombre est souvent réduit à un seul paramètre, e dernier représentant la taille de la fenêtre dealul utilisée pour extraire l'information. Ces méthodes ont tendane à utiliser une vision signal duproblème et les nombres utilisés sont des réels. Bien sur es méthodes ont di�érents omportementset di�érentes utilisations : reonstrution de ourbes, approximations, interpolations, et. Dans toutles as les paramètres introduits ajoutent une très forte information a priori sur l'objet eulidiensous-jaent.Convolution par une gaussienneLes méthodes basées sur les di�érenes �nies étant très sensibles au bruit, on peut onvoluerles oordonnées des points par une Gaussienne pour reonstruire une ourbe ontinue C∞ parmoreaux et plus �lisse�.On rappelle qu'un �ltre Gaussien d'éart type σ noté Gσ vaut :
Gσ(t) =

1

σ
√

2π
exp

(

− t2

2σ2

)On alule ensuite les oordonnées de la façon suivante :
X̂(t) = x(t) ∗Gσ(t) Ŷ (t) = y(t) ∗Gσ(t)Ave x(t) = x(⌊t⌋) et y(t) = y(⌊t⌋).Di�érenes �nies sur onvolutionC'est une ombinaison des deux préédentes méthodes. On utilise la méthode des di�érenes�nies qui peut alors dépendre d'un autre paramètre de taille δ puisque la ourbe reonstruite parla Gaussienne est ontinue :

ˆ̇X(t) =
X̂(t + δ)− X̂(t− δ)

2δ
ˆ̇Y (t) =

Ŷ (t + δ)− Ŷ (t− δ)

2δ

ˆ̈X(t) =
X̂(t + 2δ) + X̂(t− 2δ)− 2X̂(t)

4δ
ˆ̈Y (t) =

Ŷ (t + 2δ) + Ŷ (t− 2δ)− 2Ŷ (t)

4δDérivée de gaussienneL'estimation des oordonnées par onvolution de gaussienne est en fait une reonstrution de laourbe. En e�et, on onsidère que la ourbe sous-jaente est la ourbe reonstruite par la Gaussienne(dépendant du paramètre σ), e qui revient à introduire une très forte information à priori. Plutotque d'utiliser les di�érenes �nies, ont peux dériver diretement la ourbe reonstruite. Les dérivéessont alors alulées en dérivant le noyau Gaussien (on dérive la paramétrisation de la ourbe defaçon analytique en fait) :̂
Ẋ(t) = x(t) ∗ Ġσ(t) ˆ̇Y (t) = y(t) ∗ Ġσ(t)

ˆ̈X(t) = x(t) ∗ G̈σ(t) ˆ̈Y (t) = y(t) ∗ G̈σ(t)Remarquons que en pratique on utilise souvent un oe�ient devant le �ltre Gaussien pouréviter de trop réduire la ourbe onsidérée.



28 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergeneSplinesCes ourbes peuvent traverser les points de la ourbe disrète en les interpolant 5 ou plusgénéralement passer au plus près (approximation), les points sont alors onsidérés omme pointsde ontr�les. Il résulte de ette reontrution une ourbe de lasse Cn par moreaux, qui est uneSpline de degré n. Il existe une grande variété de ourbes de e type : ourbes de Bézier,B-Spline,NURBS, et. Ces méthodes sont plutot utilisées en CAO pour réer des formes (volumes, surfaes)plutot que pour extraire des paramètres géométriques.Erreur aux moindres arrésAu lieu de simplement utiliser les points de la ourbe omme points de ontr�les, on peut her-her à trouver un polyn�me de degré �xe 6 dont les oe�ients minimisent le arré de la di�éreneentre la fontion polynomiale onsidérée et les valeurs que l'on veut approher. On utiliserait alorsun développement de Taylor pour aluler la di�érene entre la fontion d'approximation et lesoordonnées des points de la ourbe, voir [CP05℄ pour le as général.Filtrage des valeurs par �ltre médianCes méthodes sont partiulièrement utilisées pour traiter des données bruitées, hoisissant ladonnée médiane parmi l'ensemble onsidéré. Par exemple pour estimer l'orientation de la tangente,Matas et al. ([MSK95℄) prennent l'angle médian parmi l'orientation de 2M veteurs formés sur unvoisinage de taille 2M autour du point Ci. Ces veteurs sont :−−−−−→Ci−MCi,
−−−−−−−→
Ci−M+1Ci, · · · ,

−−−−→
Ci−1Ci,

−−−−→
CiCi+1,

· · · ,−−−−−→CiCi+M .1.3.3 Méthodes sans paramètreCes méthodes ne néessitent pas d'information a priori et ne sont pas réglables. Ainsi beauoupde méthodes estimant des aratéristiques globales de la ourbe n'ont pas besoin de paramètre (lafenêtre de alul représente toute la ourbe). Bien sûr �xer le paramètre de la fenêtre de aluln'est pas une option raisonnable pour les estimateurs loaux : l'estimateur doit pouvoir adapter safenêtre de alul à la géométrie loale de la forme. Certaines méthodes basées sur la reonnaissanede segments de droites sont partiulièrement intéressantes de e point de vue là.Tangente, normale et ourbure : estimateurs loaux On utilise ii la reonnaissane desegments de droites disrètes7 pour obtenir la fenêtre de alul. Par exemple Feshet et. al. [FT99℄proposent une estimation de l'angle de la tangente, Coeurjolly et. al. [CT01℄ proposent une esti-mation de la ourbure et de la normale là enore basée sur les segments de droites disrète. Unestimateur de longueur peut être dérivé à partir de l'intégration des normales estimées [CK04℄.Aire, périmètre, moments : estimateurs globaux On peux estimer l'aire d'un objet disreten omptant simplement le nombre de points onstituant son intérieur, bien que ette méthodesemble naïve, elle possède des propriétés intéressantes omme l'indique Klette dans [KR04a℄. L'es-timation du périmètre peut être faite par polygonalisation. Klette propose dans [TAO01℄ d'utiliserle polygone de longeur minimale entre DigJ− (X ) et DigJ+ (X ). La reformulation disrète desmoments ontinus (on remplae l'intégrale par une somme) permet de dé�nir des estimations dees moments voir [KZ06℄ par exemple.5On utilise généralement un sous éhantillonnage dans e as.6On préfère utiliser des polyn�mes de degré faible à ause du phénomène de Runge.7Nous reviendrons beauoup plus en détails sur es dé�nitions dans les prohains hapitres.
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Fig. 1.3.1 � Disrétisation de Gauss de formes réelles donnant la même disrétisation.1.3.4 Le problème de l'estimationL'analyse géométrique des objets disrets, et surtout les ritères permettant de déterminer siles algorithmes employés fournissent de bons résultats sont sujets à un grave problème : il existeune in�nité de formes donnant la même disrétisation (voir illustration sur la Figure 1.3.1).Par onséquent lorsque l'on essaie de mesurer l'erreur d'un estimateur, le hoix de la forme réellede référene omme vérité terrain est problématique. En e�et, quelles ontraintes ette ourbe doit-elle re�éter ? Doit-elle appartenir à une famille partiulière de ourbes ? Ce hoix ne peut pas êtrefait de façon objetive, puisque l'on pourrait toujours trouver des familles de ourbes pour lesquellesun estimateur serait meilleur qu'un autre. Rappelons aussi que ertains estimateurs font un hoixdélibéré quant à la forme sous-jaente qu'ils herhent à approher. Tous les estimateurs opérantune reonstrution ontinue de la ourbe sont dans e as. Les splines par exemple reonstruisent laourbe sous-jaente omme une fontion polynomiale d'ordre n par moreaux, introduisant beau-oup d'information a priori. Ces hoix arbitraires ne sont pas justi�és dans l'absolu et introduisentun biais dans l'évaluation. Cette information rajoutée a priori implique que l'estimateur a de bienmeilleurs omportements pour ertaines familles de formes que pour d'autres.Il est don légitime de se demander quelle est la pertinene mathématique d'un estimateur etsurtout s'il existe des ritères objetifs pour l'évaluer. Énumérons un ertain nombre de ritèrespermettant de mesurer la pertinene des estimateurs loaux ou globaux :� identi�ation de parties aratéristiquesLes parties planes, fortement ourbées ou les angles droits doivent être reonnaissables fai-lement et avoir un omportement �naturel� sur es parties (variation brusque de la tangenteau voisinage d'un oin).� adaptabilité à la géométrie loale de la formeLa fenêtre de alul utilisée pour extraire la quantité géométrique doit varier ave la géométrieloale de la forme (la taille de ette fenêtre est liée à la ourbure loale de la ourbe sousjaente), plus la résolution est grande plus ette région doit être importante a�n de apturerles détails de la géométrie.� respet de la géométrie de la formeL'estimation sur le ontour disret ne doit pas introduire de fausses aratéristiques au moinspour les traits les plus ommuns : onvexité, points d'in�exions, points de rebroussement,disontinuités.� isotropieLes ourbes disrètes sur lesquelles nous travaillons ne sont pas dans un espae isotrope, ene�et la 4-onnexité impose de privilégier ertaines diretions sur la grille. Par onséquentil est important de mesurer si les erreurs d'un estimateur loal sont plus importantes selonertaines diretions de l'espae. Pour mesurer e type d'erreur on observera le omportementde l'estimateur sur des disrétisés de erles.� temps de alulIl s'agit d'une ontrainte pratique qui peut être due aux besoin de l'appliation (ontraintes



30 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergenetemps réel) ou de la nature des objets à traiter (images très grandes). Les estimateurs préisétant en général oûteux, le ratio préision/oût doit être envisagé pour les algorithmessurlinéaires.� onvergene multi-grilleCette propriété implique que l'estimateur onverge vers la valeur eulidienne à l'in�ni, enonséquene passées ertaines résolutions l'estimation sera très prohe de la valeur attendue etre�étera bien les traits de la ourbe sous jaente. Cette propriété est démontrée par une preuvemathématique qui doit prendre en ompte le proessus de disrétisation utilisé, l'algorithmeassoié à l'estimateur et une lasse de formes eulidiennes. Lorsque ette propriété est véri�é,elle donne un ritère objetif de hoix.� vitesse de onvergeneC'est une propriété très importante pour les estimateurs onvergents puisque ela détermineleur utilité à basses éhelles. Déterminer la vitesse de onvergene d'un ou plusieurs estima-teurs peut être utile pour déterminer la onvergene ou la vitesse de onvergene d'autresd'estimateurs. On peut ainsi penser à un estimateur de tangente utilisant un estimateur deposition.Intuitivement, si un estimateur est pertinent il doit donner une valeur prohe de la valeurattendue (i.e. la valeur eulidienne reherhée) et e d'autant plus que la forme disrète est prohede la forme eulidienne. Ainsi l'un des ritères objetifs pour un estimateur est sa onvergeneasymptotique vers la valeur eulidienne qu'il approhe lorsque la forme disrète se rapprohe dela forme eulidienne. Intuitivement, on se rend bien ompte qu'à faible résolution, les détails etles propriétés des formes n'apparaissent pas (détails de nature topologiques ou géométriques), enrevanhe plus la résolution est grande et plus le disrétisé respete la géométrie et la topologie de laforme. De plus si l'on peut onstruire une �géométrie disrète� ohérente, les opérateurs di�érentielsdevraient appartenir à la lasse des estimateurs onvergents.1.4 Convergene multi-grilleLe problème de la onvergene asymptotique revient à un problème d'approximation : on herheà approher une ertaine quantité à partir d'une méthode itérative qui onverge vers la quantitéherhée à l'in�ni. La quantité peut être un nombre, l'exemple souvent repris est elui de l'esti-mation de π à l'aide de polygones réguliers à n otés : onnaissant le périmètre des polygonesenglobants le erle on en déduit une approximation du périmètre du erle et ainsi une approxi-mation de π. Cette estimation onverge lorsque n tend vers l'in�ni.Appliqué à l'estimation de paramètres il s'agit de regarder omment se omporte une ertainefontion sur les formes disrètes lorsque la résolution devient de plus en plus grande. Ii on onsi-dérera que les formes disrètes sont les disrétisés d'une forme réelle appartenant à une ertainefamille de formes du plan eulidien.Soit S ⊂ XG une forme eulidienne sur laquelle le desripteur géométrique G est dé�ni. À estade le desripteur peut simplement être une quantité globale de la ourbe ou une quantité loaleen un point hoisi. Un desripteur géométrique sur une forme est dé�ni omme une fontion del'ensemble des sous-ensembles de R2 à valeurs dans un R-espae vetoriel.Un estimateur disret de e desripteur sera noté Ĝ, il travaille sur les disrétisés de es formes,il est don d'après nos dé�nitions de disrétisation dé�ni omme une fontion des sous-ensemblesde Z2 (à un fateur d'éhelle près) à valeurs dans un R-espae vetoriel.On herhe don les propriétés de la limite suivante :
lim
h→0
Ĝ (DigGh (S))



1.4. Convergene multi-grille 31En partiulier on souhaite que :
lim
h→0
Ĝ (DigGh (S)) = G (S)1.4.1 Cas des méthodes paramétréesLa onvergene asymptotique pour es méthodes semble impossible. En e�et la taille du voi-sinage de alul est �xée. Ce réglage est très important et introduit un biais sur les formes sous-jaentes onsidérées. La supposition qui est faite est que l'information pertinente à extraire setrouve dans e voisinage, les informations super�ues (informations géométriques pour un autrevoisinage) doivent être �ltrées par le proédé de alul utilisé.Une onséquene de ela est que le voisinage de alul ne tient pas ompte de la géométrie de laourbe, autrement dit le voisinage onsidéré ne ontient pas toujours l'information pertinente oune peut pas la �ltrer. L'information pour le alul n'étant pas toujours la bonne, il est raisonnablede penser de la valeur fournie n'a presque auun sens mathématique. En partiulier on peut seretrouver dans des as où un estimateur de tangente réerait de faux points d'in�exions. Il s'ensuivrait que les propriétés issues de l'analyse de la ourbe ne orrespondraient pas à elles attendues.Par onséquent, es estimateurs ne respetent pas les propriétés des formes.En�n remarquons qu'étant donné une taille de voisinage �xe, l'image de l'estimateur est detaille �nie. Une des onséquenes est que la onvergene asymptotique n'est pas réalisable. En e�etquelle que soit la taille du voisinage, le nombre de valeurs possibles est majoré quel que soit le pointonsidéré 8. En onséquene, la taille de la fenêtre est toujours un fateur limitant à la préisionde l' estimateur :Lemme 1.4.1Tout estimateur déterministe utilisant une taille de voisinage �xe (en terme de nombre de points)omme support de alul donne un nombre �ni de valeurs.Preuve:Un hemin 4-onnexe onstitué de k points s'érit omme l'un des 4k mots de longueur k érit enode de Freemman. �Dans le as des estimateurs de longueurs utilisant une taille de voisinage �xe, leur non-onvergenemulti-grille est démontrée dans [TD03℄ pour l'estimation de la longueur de segments eulidiens.Il serait en revanhe intéressant de déterminer l'évolution des paramètres de es estimateurs quigarantirait leur onvergene asymptotique et de mesurer leur vitesse de onvergene en fontionde e paramètre.1.4.2 Quantités globalesOn s'intéresse ii à des quantités néessitant la onnaissane de toute la forme (tout son bord ouson intérieur). Ces estimateurs ont reçu beauoup d'attention es dernières années et le problème deleur onvergene peut se formaliser omme suit (f [KZ06, TAO01, KR04a, CT01, Coe02, CK04℄) :Dé�nition 1.4.2Un estimateur Ĝ est multi-grille onvergent pour une famille de formes F et pour un proessus dedisrétisation Dig., si et seulement si pour toute forme S ∈ F, il exite un pas de grille hS > 0 telque la valeur estimée Ĝ (Digh (S)) est de�nie pour tout pas de grille inférieur à hS et :

|Ĝ (Digh (S))− G (S) | ≤ ǫ(h)8Lorsque la résolution grandit, le voisinage d'un point disret onverge vers la disrétisation d'un demi-plan.Passé une ertaine résolution les mots de Freeman possibles sont des fateurs (de taille �xe) du mot (en odes deFreeman) formant le bord du demi-plan.



32 Chapitre 1. Géométrie disrète, estimation de paramètres et onvergeneoù ǫ(.) est une fontion dé�nie de R+
∗ dans R tendant vers zéro lorsque h tends vers zéro. Cettefontion indique la vitesse de onvergene de l'estimateur.Le modèle de disrétisation utilisé le plus souvent dans la littérature est la disrétisation deGauss (Déf. 1.1.11). Les résultats sur la onvergene de quantités globales sont assez nombreux,Klette ([KR04a℄) dresse un état des lieux assez omplet. Nous rappelons quelques résultats :AireLe desripteur géométrique est ii l'aire, noté A. On onsidère l'estimateur Â, alulé en omp-tant le nombre de 2-ellules onstituant DigGh (S), multiplié par h2.Théorème 1.4.3 (Aire, Théorème 2.2 [KR04a℄)Pour n'importe quelle forme plane onvexe S et n'importe quel pas de grille h > 0, |Â (DigGh (S))−

A (S) | = O (h).Certaines formes partiulières ont été très étudiées, notamment les erles entrés (erles dontle entre est à oordonnées entières) :Théorème 1.4.4 (Théorème 2.3 [KR04a℄)Soit D un disque entré, alors pour tout pas de grille h > 0, |Â (DigGh (D))−A (D) | = Ω
(

h
3
2

).La famille de forme F3
c a reçu une attention partiulière, omme le montre la borne supérieuresuivante :Théorème 1.4.5 (Théorème 2.4 [KR04a℄)Soit S ∈ F3

c, alors pour tout pas de grille h > 0, |Â (DigGh (S))−A (S) | = O
(

h
100
73 (log 1

h )
315
146

).Il est d'abord assez surprenant de onstater qu'une méthode aussi naïve que le omptage despoints de l'intérieur de la forme disrète su�se à donner une méthode onvergente. Cependantl'aire de intérieur d'une forme est une quantité de dimension deux et la longueur de son bord estde dimension un, il n'est don pas surprenant que le nombre de points à l'intérieur de la formedisrétisée (en fait on attribue une aire de valeur h2 à haun de ses points) grandisse su�samentvite par rapport aux nombre de points sur le bord pour que ette quantité onverge. L'erreurestimée est au pire de l'ordre du nombre de points sur bord de la forme disrète, multipliée par h.PérimètreLes périmètres peuvent être estimés omme une quantité globale ou omme l'intégration d'unequantité loale. Théoriquement les deux méthodes devraient donner le même résultat si l'on disposed'estimateurs ohérents. Commençons par rappeller les très mauvais résultats obtenus par mesuredirete de la longeur omme intégration des longueurs élémentaires de pas sur un hemin deFreeman.Par exemple la disrétisation de Gauss d'un demi plan de pente −1 passant par les points (0, 1)et (1, 0). Si l'on attribue à haque pas vertial et horizontal une mesure de longueur égale à h, alorsla longueur du segment réel sur le bord du demi-plan est approhée par la somme des longueursdes pas unitaires le long du bord de sa disrétisation. Cette somme vaut toujours la même quantitépour des pas de grille du type 1
N ave N entier plus grand que 1. Bien entendu, elle ne onvergepas vers la mesure eulidienne de ette longueur, omme illustré sur la Figure 1.4.1. On pourraitobjeter que ette somme de longueurs élémentaires onstitue une approximation de la distanebasée sur la norme ‖·‖1. Cependant la mesure d'un pas unitaire selon l'axe vertial ou horizontalest le même pour la norme ‖·‖1 et la norme ‖·‖2.Plus généralement, Tajine et Daurat [TD03℄ ont mis en évidene qu'il n'existe auune dé�nitionde longueur digitale utilisant des mesures loales non adaptatives (en partiulier les distanes deChanfrein) et qui onvergent vers la longueur eulidienne lorsque la résolution tend vers l'in�ni.
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Fig. 1.4.1 � Disrétisations de Gauss d'un demi plan dans le premier quadrant. L'estimation delongueur de son bord (par intégration des longueurs élémentaires des pas horizontaux et vertiauxle onstituant) ne hange pas ave la résolution.Cei a été montré sur un sous-ensemble partiulier de ourbes : les segments de R2. Le proessusde disrétisation retenu est elui qui identi�e les segments réels à leur traés sur une grille disrèteen utilisant l'algorithme de Bresenham. Ce résultat laisse très peu d'espoir pour la onvergene dupérimètre par intégration de mesures loales sur une fenêtre bornée pour des formes quelonques.En revanhe il serait peut-être possible d'exhiber une ourbe telle que les erreurs d'estimations seompenseraient.1.4.3 Quantités loalesLa onvergene asymptotique pour les quantités loales est plus di�ile à dé�nir puisqu'il fautpouvoir relier un voisinage de la ourbe disrète à un voisinage de la ourbe ontinue. On pourraitutiliser la dé�nition pour les quantités globales et montrer que pour toute suite de points sur lesdisrétisés tendant vers un point sur la ourbe ontinue, les valeurs estimées onvergent bien versla valeur attendue 9.On préfère ependant introduire la notion de voisinage disret à un point eulidien illustrée surla Figure 2.1.1 :Dé�nition 1.4.6Soit un point A sur le bord d'une forme eulidienne S. On appelle point disret assoié à A à larésolution h, tout point disret du bord disret de DigGh (S) à distane h (pour la norme || · ||1du point de vue du plan eulidien) de A. On note et ensemble de points Vh (A). Un point de etensemble sera noté CVh(A).La onvergene multi-grille pour les estimateurs loaux est alors dé�nie omme suit :Dé�nition 1.4.7Un estimateur loal Ĝ est multi-grille onvergent pour une famille de forme F et pour un proessusde disrétisation Dig., si et seulement si pour toute forme S ∈ F, pour tout point A de bd (S) ilexite un pas de grille hS > 0 tel que les valeurs estimées Ĝ (Digh (S) , CVh(A)

) sont de�nies pourtout élément de Vh (A) et pour tout pas de grille inférieur à hS et :
|Ĝ
(
Digh (S) , CVh(A)

)
− G (S) | ≤ ǫ(h, A)9Cette dé�nition a été présentée dans [LdV06℄
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Fig. 1.4.2 � Bord d'une forme ontinue, son bord disret assoié par disrétisation de Gauss, et lespoints disrets assoiés à un point de la ourbe ontinue.où ǫ(., .) est une fontion à valeurs dans R+ onvergeant vers zéro lorsque h tend vers zéro.Cette fontion indique la vitesse de onvergene loale de l'estimateur.1.5 Conlusion du hapitreA e point de notre mémoire nous avons expliqué les défauts des estimateurs usuels utilisantdes paramètres. Leur faiblesse vient du fait qu'ils ne peuvent prétendre à donner la valeur attenduepour de grandes résolutions. Ce ritère objetif d'exlusion est la onvergene asymptotique. Nousavons aussi fourni les dé�nitions de onvergene multi-grille pour deux grands types de quantitésgéométriques a�n de donner un adre formel à l'étude et la omparaison des estimateurs disretspour de grandes résolutions.L'un des problèmes majeurs reste enore de montrer que l'on peut onstruire des estimateursloaux qui onvergent asymptotiquement. Cei repose sur la onstrution d'estimateurs sans pa-ramètre s'adaptant à la géométrie loale de la forme et dont la fenêtre de alul grandit ave larésolution.La quantité la plus intuitive est elle qui orrespond aux approximations d'ordre 1 sur la ourbe,à savoir les parties linéaires des ourbes. La suite de e mémoire s'attahera à dé�nir et étudieres objets (Chapitre 2). Leurs aratéristiques sur des familles de ourbes seront étudiées et nousen extrairons des propriétés remarquables pour en déduire leurs omportements asymptotiques(Chapitre 3) a�n de pouvoir onstruire et évaluer les performanes d'estimateurs loaux asympto-tiquement onvergents (Chapitre 4).
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38 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèteCe hapitre a pour but de présenter les parties linéaires �nies et in�nies des ourbes disrètes.Ces parties sont les équivalents disrets des droites et des segments eulidiens. Outre les dé�nitionshistoriques l'on s'intéressera plus partiulièrement à des aspets algorithmiques de leur reonnais-sane, des outils pour mieux dérire es objets et des propriétés pour mieux les aratériser. Lalittérature sur le sujet étant plut�t vaste, nous avons hoisi de nous baser sur l'artile de Klette etRosenfeld en 2004 [KR04b℄, présentant une vue d'ensemble des dé�nitions historiques onernantles parties linéaires disrètes. Pour les dé�nitions plus tehniques nous nous onentrons sur deuxapprohes, elle issue de la thèse d'état de Réveillès [Ré91℄ quali�ée de géométrie arithmétique etune desription ombinatoire des mots de Christo�el basée sur les frations ontinues formuléepar Berstel. La ombinaison de es deux approhes nous permettra de mieux dérire les partieslinéaires �nies et leur propriétés géométriques.Le hapitre se présente omme suit :� La setion 1 présentera les aspet historiques ainsi que les deux approhes développées danse mémoire.� La setion 2 se foalisera sur les aspets algorithmiques liés à la reonnaissane des partieslinéaires �nies. Une partie de es travaux a été publié dans [LVdV06, LVdV05℄.� La setion 3 s'attahera à démontrer ertaines aratéristiques issues du rapprohement desdeux approhes développées sur les parties linéaires �nies. Quelques aratéristiques énonéesii �gurent dans [dVLF05, FdVF07℄.� La setion 4 introduira les di�érentes lasses de parties linéaires �nies sur un ontour disretainsi que ertaines de leur propriétés.2.1 Droites disrètes et segments disretsLes approhes qui seront développées dans ette setion sont d'une part elle due à Réveillèsqui est basée sur la géométrie arithmétique et d'autre part elle issue de la desription ombinatoiredes mots de Christo�el. La ombinaison et l'utilisation omplémentaire de es deux approhes serévélant très utile pour obtenir des propriétés géométriques sur les parties linéaires �nies. Avantela, nous présenterons brièvement les travaux préédents sur les aratérisations des droites etsegments disrets.2.1.1 Dé�nitions historiquesLes ommunautés analyse d'images, reonnaissane de forme et ombinatoire des mots ontutilisé plusieurs dé�nitions des droites disrètes et des segments disrets au fur et à mesure que laonnaissane de es objets s'approfondissait. Ces nombreuses dé�nitions sont dues à de multiplesaratérisations équivalentes de es objets ayant susité un grand nombre de publiations dès1940 dans les trois ommunautés.1 Parmi es très nombreuses dé�nitions nous présenterons ellesrévélant les profonds hangements dans la ompréhension des es objets pour la ommunautéanalyse d'image et la ommunauté de la ombinatoire des mots.La première dé�nition est elle de la disrétisation d'une demi-droite de pente α, pour 0 ≤ α ≤ 1,passant par (0, β) dans N2 en utilisant la disrétisation d'intersetion de la grille (f Dé�ni-tion 1.1.10). On donne l'ensemble des points du plan eulidien appartenant à une demi droitede pente α passant par le point (0, β) :
γα,β = {(x, αx + β) | x ≥ 0}L'ensemble de N2 image de γα,β par la disrétisation GIQ2 est donné par :

Iα,β = {(n, In) | (n ≥ 0) et (In = ⌊αn + β + 0.5⌋)}1Klette et Rosenfeld reensent plus de quatre vingts artiles dans [KR02℄.2Les points de et ensemble sont 8-onnexes.
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4

3 2 1

0

X

Y(b)(a)

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1(c)Fig. 2.1.1 � (a) Codes de Freeman ; (b) portion du graphe de la demi-droite γα,β, (en gris) sous-ensemble des points de Iα,β ; () un pré�xe du mot in�ni dé�nit par le hemin assoié à Iα,β enode de Freeman.Les déplaements entre les points du 8-hemin obtenus à partir de Iα,β érits en ode de Freemanforment un mot in�ni, e mot est appelé rayon disret de pente α et de déalage β, le point dedépart est (0, ⌊β + 0.5⌋). Ses lettres peuvent être déduites des valeurs de In. Notons iα,β le motin�ni assoié au 8-hemin obtenu à partir de Iα,β et iα,β(n) sa n + 1-ième lettre, les odes deFreeman valent alors :
iα,β(n) = In+1 − In =

{
0, si In = In+1

1, si In = In+1 − 1
, pour n ≥ 0Une première aratérisation due à Brons en 1974 [Bro74℄ stipule que dans le as où α est unnombre rationnel e mot in�ni a la propriété d'être périodique,3 alors que si α est irrationnel lemot est apériodique, i.e. non-périodique. Ces mots apériodiques sont aussi quali�és de mots deSturm.Le mot orrespondant au hemin 4-onnexe assoié à la disrétisation de γα,β est obtenu sim-plement par substitution4 en appliquant la fontion suivante sur haque lettre du mot in�ni assoiéà Iα,β :

ϕ :
0 7→ 0
1 7→ 02Le mot alors obtenu est un 4-rayon disret. Nous déduisons ainsi failement une formalisationdes segments de droites disrètes pour la 4-onnexité et la 8-onnexité :Dé�nition 2.1.1 Def.5 de [KR02℄Un segment de droite disrète (DSS pour Digital Straight Segment) est un fateur non vide d'unrayon disret et un 4-segment de droite disrète (4-DSS) est un fateur non vide d'un 4-rayondisret.On remarque que pour un segment de droite disrète (resp. 4-segment de droite disrète) ilexiste une in�nité de rayons disrets5 (resp. 4-rayon disret) dont il est fateur.L'équivalent disret d'une droite est obtenu en étendant un rayon disret. En e�et le mot in�ni

iα,β peut être étendu à un mot bi-in�ni, i.e. in�ni de haque oté, représentant la disrétisationGIQ de la droite de pente α passant par (0, β). Cet ensemble de points est un 8-hemin et peuts'érire en ode de Freeman. Soit biα,β e mot bi-in�ni, e mot dé�nit alors une droite disrètede pente α et de déalage β. Remarquons que l'appliation de ϕ sur haque lettre de biα,β donnenaturellement une 4-droite disrète de même pente et de même déalage.Les mots qui orrespondent aux droites disrètes et aux rayons disrets de pentes irrationnellessont des mots dits de Sturm et sont aratérisés par le nombre de fateurs d'une longueur donnée3Si k est la période et A = a0a1a2 . . . alors pour tout n, an = an+k .4ϕ est un morphisme.5De pentes rationnelles et irrationnelles.



40 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrète(voir Lothaire [Lot87, Lot02℄). Le langage onstitué de tous les fateurs des mots de Sturm a étéétudié en 1990 par Duluq et. al. (voir [DGB90℄) et donne la série génératrie de e langage. Cesmots de Sturm sont aratérisés par le nombre de fateurs qui les omposent : le nombre de fateursde longueur n vaut n+1. Une première impliation est que étant donné un point sur le bord d'uneforme eulidienne, le nombre de hemins di�érents de longueur n sur le bord du disrétisé n'estque de n + 1 passé une ertaine résolution. En e�et la disrétisation du voisinage d'un point dubord d'une forme eulidienne onverge vers elle de sa tangente passé une ertaine résolution. Lapente de ette tangente étant presque partout de pente irrationnelle (densité de Q2 dans R2), sondisrétisé dé�nit un mot de Sturm.La ommunauté analyse d'image a ependant préféré s'intéresser à d'autres aratérisations envue de onstruire des algorithmes reonnaissant les segments de droites disrètes. Ces propriétéssont dites d'auto-similarité et Freeman en 1970 (voir [Fre70℄) a énoné les onditions néessairessuivantes :(i) au plus deux types d'éléments peuvent être présents dans la séquene et ils ne peuvent di�érerque de une unité modulo huit6 ;(ii) l'un des types d'éléments apparaît toujours isolé ;(iii) les ourrenes suessives des éléments apparaissant seuls sont espaés le plus uniformémentpossible.Ces propriétés sont ependant insu�samment formelles pour aratériser omplètement esmots et 'est en 1982 que Wu [Wu82℄ formalisera omplètement les ritères de Freeman.Dans [Tro93℄, Troesh donne une très bonne illustration de es ritères et propose un algorithmepour reonnaître les segments de droites disrètes basé sur une étude de l'algorithme d'Eulide.Outre les aratéristiques d'auto-similarité, de nombreuses aratérisations géométriques ont étéformulées pour les droites disrètes et les segments de droites disrètes. Ce type de aratérisationonsiste souvent à donner une épaisseur maximale séparant deux droites parallèles (selon uneertaine diretion non ollinéaire à elle des deux droites parallèles) ontenant les points disrets.Par exemple :Théorème 2.1.2 (Kovalevsky en 1990 [Kov90℄)Un 4-hemin u ∈ {0, 2}∗ est un 4-segment de droite disrète si et seulement si l'ensemble des pointsdisrets assoiés à u est ompris entre deux droites parallèles ayant une distane inférieure à √2selon leur diagonale prinipale.7On trouve enore un autre type de aratérisation dépendant de e que l'on appelle la propriétéde la orde :Dé�nition 2.1.3 (Rosenfeld en 1974 [Ros74℄ et Déf.9.4 de [KR04a℄)Un ensemble de point E de Z2 véri�e la propriété de la orde si et seulement si pour tout ouplede points distints (p, p′) ∈ E2 et n'importe quel point A sur le segment réel [p, p′] il existe un pointdisret t ∈ E tel que max(|Ax − tx|, |Ay − ty) < 1.Cette propriété permet d'identi�er les segments de droites disrètes :Théorème 2.1.4 (Rosenfeld en 1974 [Ros74℄)Un 8-hemin irrédutible8 u ∈ {0, 1}∗ est un segment de droite disrète si et seulement si les pointsdisrets assoiés à e 8-hemin véri�ent la propriété de la orde.En revanhe il existe une in�nité de mots bi-in�nis véri�ant la propriété de la orde et qui nesont pas des droites disrètes. Par exemple le mot 1ω01ω véri�e la propriété de la orde mais n'estpas une droite disrète.6Le mot est érit en ode de Freeman pour la 8-onnexité.7La diagonale prinipale est une droite portée par le veteur (−1, 1) si la pente des deux droites parallèles estentre zéro et un.8Qui ne représente plus un ensemble de points 8-onnexes si l'on supprime l'un des points.



2.1. Droites disrètes et segments disrets 41En�n une autre aratérisation géométrique des droites disrètes et des 4-droites disrètes estdue à Réveillès en 1991 dans sa thèse d'état ([Ré91℄), ette dé�nition et les notions assoiés sontl'objet de la prohaine setion.2.1.2 Vision Géométrie ArithmétiqueNous présentons maintenant la formalisation due à Réveillès des droites disrètes et des 4-droitesdisrètes. Cette formalisation se onentre sur les droites de pentes rationnelles dans l'intervalle
[0, 1]. Cette formalisation dite de géométrie arithmétique repose sur les propriétés des équationsdiophantiennes et onsiste essentiellement à onsidérer l'ensemble des points disrets ompris entredeux droites parallèles de pentes rationnelles. Les notions onnexes de reste pour un point disret,de droites d'appui supérieures et inférieures seront aussi données. Commençons par les dé�nitionsdes droites disrètes et des 4-droites disrètes en géométrie arithmétique :Dé�nition 2.1.5 [Ré91℄L'ensemble des points du plan disret véri�ant µ ≤ ax−by < µ+max (|a|, |b|) ave a, b et µ entierset ave a et b premiers entre eux est appelé droite naïve de pente rationnelle a

b et de position µ.Dé�nition 2.1.6 [Ré91℄L'ensemble des points du plan disret véri�ant µ ≤ ax − by < µ + |a| + |b| ave a, b et µ entiersest appelé droite standard de pente rationnelle a
b et de position µ.Théorème 2.1.7 (Réveillès en 1991 [Ré91℄)Pour toute droite disrète de pente rationnelle a
b il existe un triplet (a, b, µ) tel que la droite naïvede pente a

b et de déalage µ orresponde exatement à l'ensemble des points disret qui sont assoiésà la droite disrète. Réiproquement toute droite naïve est une droite disrète.De même on a équivalene entre les 4-droites disrètes et les droites standards. Les aratérisa-tions des 4-droites standards sont plus failes à observer à partir de la formulation arithmétique.Ainsi pour les droites standards la distane eulidienne entre les deux droites limites eulidiennesvaut : a+b√
a2+b2

, on retrouve bien la aratérisation de Kovalevsky pour a = b. Les doubles inéqua-tions Diophantiennes permettent aussi de dé�nir des ensembles de points plus généraux appelésdroites épaisses :Dé�nition 2.1.8 [Ré91℄L'ensemble des points du plan disret véri�ant µ ≤ ax− by < µ+ c ave a, b et c > |a|+ |b| entiersest appelé droite épaisse de pente rationnelle a
b et de position µ.D'une façon générale on notera Da,b,µ une droite naïve, standard ou épaisse si ela est sans am-biguïtés. Les doubles inéquations diophantiennes utilisées dans les dé�nitions préédentes mettenten relation une quantité géométrique appelée reste et des entiers :Dé�nition 2.1.9Étant donnée une droite arithmétique9 D de pente a

b , on appelle reste du point disret A = (x, y)la quantité ax− by notée rD (A).Ces dé�nitions permettent de véri�er ave un alul très simple si un point du plan appartientou non à l'un des ensembles onernés : droite naïve, droite standard ou droite épaisse. En e�etil su�t de aluler le reste de e point pour savoir si il appartient à une droite naïve, standardou épaisse dont on onnaît les paramètres. De plus dans le as des droites naïves et standardon peut générer très failement l'ensemble des points onernés. En e�et étant donnée une droitestandard D de aratéristiques a,b, µ et un point p ∈ Da,b,µ de oordonnées (x, y) il su�t d'ajouterou de retranher a ou b pour tester l'appartenane de l'un de ses 4-voisins omme indiqué sur leTable 2.1.1.9C'est-à-dire une droite naïve, standard ou épaisse.
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rD ((x + 1, y)) = rD (p) + a
rD ((x, y + 1)) = rD (p)− b
rD ((x − 1, y)) = rD (p)− a
rD ((x, y − 1)) = rD (p) + bTab. 2.1.1 � Restes des 4-voisins d'un point à une droite arithmétique de pente a

b .On remarque que ertains points disrets appartiennent aux droites eulidiennes délimitantl'ensemble des points disrets onstituant une droite arithmétique. Ces points sont appelés pointsd'appui supérieurs ou points d'appui inférieurs et sont de préférene employés pour des droitesnaïves ou standards. Pour les droites standards es points se dé�nissent ainsi :Dé�nition 2.1.10On appelle point d'appui supérieur tout point appartenant à la droite standard Da,b,µ de reste µ,es points sont situés sur la droite eulidienne d'équation ax − by = µ. Cette droite est appeléedroite d'appui supérieure.De la même façon, on appelle point d'appui inférieur tout point appartenant à la droite standard
Da,b,µ de reste µ+ |a|+ |b|−1, es points sont situés sur la droite eulidienne d'équation ax− by =
µ + |a|+ |b| − 1. Cette droite est appelée droite d'appui inférieure.Dans le as des droites naïves, seuls les points d'appui inférieurs hangent et ils sont de restes
µ + max (|a|, |b|)− 1. Par onséquent la droite d'appui inférieure assoiée est d'équation ax− by =
µ + max{|a|, |b|} − 1.Les points d'appui supérieurs sont don sur une même droite et deux points d'appui supérieursonséutifs sont toujours à la même distane qui ne dépend que de a et b. En e�et pour une droitearithmétique de aratéristiques (a, b, µ) haque élément est obtenu par translation de veteur
k(b, a) ave k entier relatif à partir d'un autre élément de même reste.10 Par onséquent, pourune droite standard, il su�t d'avoir |a|+ |b| points appartenant à Da,b,µ de restes di�érents pourengendrer Da,b,µ par translations de veteur (b, a). On peut ainsi étudier les restes des pointsdisrets onstituant une droite arithmétique par rapport au reste des points d'appui supérieurs, ondé�nit alors un reste relatif :Dé�nition 2.1.11Étant donnée une droite arithmétique D de aratéristiques (a, b, µ), on appelle reste relatif dupoint disret A = (x, y) la quantité ax− by − µ notée r+

D (A).Compte tenu de la remarque préédente, l'ensemble des restes relatifs des points disrets onte-nus dans une droite naïve ou standard est donné par l'ensemble des restes relatifs des pointsdisrets ontenus entre deux points d'appui supérieurs onséutifs. Ces valeurs sont par dé�nitionomprises entre 0 et |a| + |b| − 1. Considérons que l'on indexe alors les points par le nombre deode de Freeman les séparant d'un point d'appui supérieur11, sur deux points d'appui supérieursonséutifs es index varient de 0 à |a| + |b| et il existe une orrélation simple entre l'index d'unpoint et son reste. En e�et, observons sur la Table 2.1.2 omment se omportent es valeurs entredeux points d'appui suessifs sur la droite standard D2,7,0.12 Remarquons tout d'abord que lespoints d'index 5 et plus ont un reste valant 2 multiplié par leur index modulo 9.D'une façon plus générale on observe que ax − by ≡ a(x + y) [a + b]. En e�et, a + b = pa + rave 1 ≤ r ≤ a− 1 puisque a et b sont premiers entre eux. Il suit ax− by = ax− ((p− 1)a + r)y =
a(x + y)− y(pa + r) et omme a + b = pa + r, on obtient bien ax− by ≡ a(x + y) [a + b].10Puisque pour k ∈ Z, ax − by = a(x + kb) − b(y + ka)11On remarque que ela revient à onsidérer la distane issue de la norme | · |1 entre un point et le point d'appuisupérieur onsidéré.12On obtiendrait les mêmes résultats en regardant les restes relatifs d'une droite standard de même pente ayant
µ non égal à zéro.



2.1. Droites disrètes et segments disrets 43Coordonnéesdu point (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (1,4) (1,5) (1,6) (1,7) (2,7)Index dupoint 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9Resterelatif 0 2 4 6 8 1 3 5 7 0Code deFreeman 0 0 0 0 2 0 0 0 2Tab. 2.1.2 � Restes relatifs, indies et ode de Freeman des points situés entre deux points d'appuisupérieurs onséutifs (dont l'un est l'origine) de la droite standard de aratéristiques (2, 7, 0).Cei est dû au fait que si a et b sont premiers entre eux, alors a et a+b sont aussi premiers entreeux, par onséquent a engendre (Z/(a+b)Z, +). Il n'est don pas surprenant de pouvoir exprimertout reste relatif omme un multiple de a modulo a + b.Remarquons aussi que les points d'appui supérieurs et inférieurs alternent puisque tous lesrestes relatifs possibles sont atteints entre deux points d'appui supérieurs :Lemme 2.1.12Entre deux points d'appui supérieurs onséutifs se trouve toujours un et un seul point d'appuiinférieur. Réiproquement entre deux points d'appui inférieurs onséutifs se trouve toujours un etun seul point d'appui supérieur.Notons que la orrélation entre l'index d'un point, ses oordonnées et son reste nous permetd'obtenir une paramétrisation simple des droites standards :
Da,b,0 = {(x(i), y(i)) | i ∈ Z} ave 





x(i) = i−
⌊

ai
a+b

⌋

= i−
(

ai−r+
Da,b,0

((x(i),y(i)))

a+b

)

y(i) =
⌊

ai
a+b

⌋

=
ai−r+

Da,b,0
((x(i),y(i)))

a+bIl existe enore d'autres points ayant des aratéristiques remarquables qui sont appelés pointsfaiblement extérieurs et dont nous donnons la dé�nition pour les droites standards :Dé�nition 2.1.13On appelle point faiblement extérieur à la droite standard Da,b,µ tout point extérieur à la droitestandard et de reste µ − 1 ou µ + |a| + |b|. Cet ensemble de points se sépare en les points supé-rieurs faiblement extérieurs et les points inférieurs faiblement extérieurs selon que leur reste vautrespetivement µ− 1 ou µ + |a|+ |b|.Dans le as des droites naïves, seuls les restes des points inférieurs faiblement extérieurshangent et ils valent µ + max (|a|, |b|).Les points d'appui et les points faiblement extérieurs sont liés par une relation arithmétiquetrès simple due à leurs restes omme illustré sur la Figure 2.1.2 :Lemme 2.1.14Étant donné une droite arithmétique Da,b,µ dans le premier otant, les points d'appui et les pointsfaiblement extérieurs sont liés omme suit :� un point supérieur faiblement extérieur est le translaté d'un point d'appui inférieur par leveteur (−1, 1),� un point inférieur faiblement extérieur est le translaté d'un point d'appui supérieur par leveteur (1,−1).
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L′
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Fig. 2.1.2 � Positions des points faiblement extérieurs sur une droite standard de aratéristiques
(3, 10, 12). Les arrés représentent les points faiblement extérieurs : U ′ pour les supérieurs et L′pour les inférieurs. Les erles représentent les points d'appui : U pour les supérieurs et L pour lesinférieurs.Preuve:Il su�t de aluler les restes assoiés. �Un segment standard étant un fateur d'une droite standard, il existe une in�nité de droitesstandards possédant un fateur partiulier. Néanmoins parmi toutes es droites, l'on s'attahe àune en partiulier, elle qui minimise a + b et µ.Dé�nition 2.1.15Étant donné un segment standard S, on appelle droite standard de aratéristique minimale ladroite standard minimisant a + b, µ et ontenant S.Les points faiblement extérieurs sont en fait les points disrets les plus prohes de la droitearithmétique Da,b,µ mais à l'extérieur de elle-i, nous verrons plus tard leur importane dansl'algorithme de reonnaissane de segments disrets de Debled-Rennesson et Réveillès publié en1995 [DRR95℄. Pour et algorithme, la partie des droites arithmétiques entre deux points d'appuisupérieurs sera le motif prinipal aratérisant le segment reonnu et les oe�ients (a, b, µ) serontdéduits de ette partie. Ainsi avant de présenter et algorithme, la setion suivante s'attahera àdérire es motifs plus en profondeur en fontion des aratéristiques a et b assoiées.2.1.3 Desription CombinatoireLes mots Sturmiens aratérisent les droites disrètes de pente irrationnelle et nous avons déjàvu qu'ils étaient apériodiques. Les droites disrètes de pentes rationnelles a

b forment quant à ellesdes mots bi-in�nis périodiques. Comme vu préédemment, dans le as des 4-droites disrètes oudes droites standards ette période vaut a + b. La setion préédente a étudié les restes des pointsassoiés à ette période entre deux points d'appui supérieurs. Allons plus loin dans la desriptionde ette partie des droites standards que nous appellerons motif :Dé�nition 2.1.16Étant donné une droite standard Da,b,µ, nous appelons motif de aratéristiques (a, b) la suessiondes odes de Freeman entre deux points d'appui supérieurs onséutifs. La suession des odes deFreeman entre deux points d'appui inférieurs est appelée motif-renversé, ou enore miroir du motif.Une première remarque est de onstater que pour un motif de aratéristiques (a, b), la droitede aratéristiques minimales est Da,b,µ ou µ est le reste du premier point du motif, 'est-à-direun point d'appui supérieur de la droite.Ce qui est ii appelé motif est appelé mot de Christo�el (lower Christo�el word) dans la om-munauté de la ombinatoire des mots. La déomposition réursive de es mots étant prinipalement



2.1. Droites disrètes et segments disrets 45due à ette ommunauté. Pour l'expliquer de façon laire, nous devons d'abord introduire la dé�-nition des frations ontinues. Pour ela nous ommençons par l'observation suivante :Si ⌊·⌋ désigne la partie entière, tout nombre réel α0 s'érit omme α0 = ⌊α0⌋+ α0 − ⌊α0⌋ ave
0 ≤ α0 − ⌊α0⌋ < 1. Si α0 n'est pas un entier alors α0 − ⌊α0⌋ est di�érent de zéro et si l'on note
α1 = 1

α0−⌊α0⌋ on observe que α1 est stritement plus grand que un. On peut alors à nouveau érire
α1 omme α1 = ⌊α1⌋ + α1 − ⌊α1⌋. Ce proessus peut être itéré tant que αi n'est pas un entier.Plus formellement on a :Tout nombre rationnel p

q = z admet un développement �ni en fration ontinue de la forme :
z = u0 +

1

u1 +
1

. . . +
1

unDans le as ou z est ompris entre 0 et 1 on a u0 = 0. Cette ériture sera par la suite abrégéeen [u0, u1, . . . , un]. Les ui seront appelés oe�ients partiels et la fration ontinue formée des
k + 1 oe�ients partiels, 'est-à-dire [u0, u1, . . . , uk], sera appelée k-ième onvergent de z et seranoté zk. D'une façon générale la réduite d'un nombre est l'un de ses onvergents. On appelleraprofondeur ou omplexité de z le plus grand entier positif n tel que un soit di�érent de zéro.Remarquons que le k-ième onvergent de z est un rationnel et qu'il est de profondeur k. En�n nousnoterons respetivement pk et qk le numérateur et le dénominateur du k-ième onvergent. Puisque
[u0, u1, . . . , un+1] = [u0, u1, . . . , un, 1], nous onsidérerons toujours que le dernier oe�ient partielde la fration ontinue d'un nombre rationnel est au moins égal à deux.13 Cependant lorsque nousonsidérerons les réduites d'une pente rationnelle , le nombre 1 pourra être le dernier oe�ientpartiel non nul.Dans le as des nombres irrationnels, le développement en fration ontinue est in�ni mais ala propriété d'être ultimement périodique, i.e. périodique après un ertain rang, pour les nombresquadratiques, i.e. solutions d'une équation de degré deux à oe�ients entiers. Parmi les dévelop-pements en fration ontinue remarquables, elui du nombre d'or est tout à fait singulier puisquetous ses oe�ients partiels valent 1 et que le k-ième onvergent du nombre d'or vaut F (k)

F (k+1) où
F est la suite de Fibonai.Cei illustre bien que les suites des pk, qk et des uk sont profondément liées entre elles. Lesrelations de réurrenes entre es suites s'érivent omme suit pour les nombres ompris entre 0 et
1 exlus :14

∀k ≥ 1 pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k+1 (2.1.1)
p0 = 0 p−1 = 1 ∀k ≥ 1 pk = ukpk−1 + pk−2 (2.1.2)
q0 = 1 q−1 = 0 ∀k ≥ 1 qk = ukqk−1 + qk−2 (2.1.3)

z0 < z2 < . . . < z2i < . . . < z < . . . < z2i+1 < . . . < z3 < z1 (2.1.4)Les ui sont en fait les quotients issus de l'algorithme d'Eulide :
10
23 = 0

︸︷︷︸

u0

+ 10
23

23
10 = 2

︸︷︷︸

u1

+ 3
10

10
3 = 3

︸︷︷︸

u2

+ 1
3

3
1 = 3

︸︷︷︸

u313Sauf bien sûr pour les entiers naturels.14Pour un nombre quelonque p0 vaut u0, 'est-à-dire sa partie entière.



46 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèteLes oe�ients donnés par l'algorithme d'Eulide peuvent être utilisés pour trouver des nombrespartiuliers, appelés les oe�ients de Bezout :Dé�nition 2.1.17Soient a et b premiers entre eux ave 0 < a < b, les oe�ients de Bezout du ouple (a, b) sont leplus petit15 ouple d'entiers positifs (x, y) tels que ax− by = 1.L'ériture en fration ontinue permet de les obtenir diretement :Lemme 2.1.18Les oe�ients de Bezout relatifs au ouple d'entiers (a, b) s'érivent en fontion de la parité de laomplexité de a
b , ainsi en notant pk

qk
le k-ième onvergent de a

b :
(q2i, p2i) si a

b est de omplexité 2i + 1
(b − q2i−1, a− p2i−1) si a

b est de omplexité 2iPreuve:D'après l'équation (2.1.1), on observe que si z = a
b est de omplexité impaire (disons 2i + 1) alors

aq2i − bp2i = 1, les solutions de l'équation homogène assoié à ax − by = 1 étant de la forme
(kb, ka) ave k ∈ Z, le ouple (q2i, p2i) est don elui des oe�ients entiers les plus petits. Dansle as pair ou z = a

b est de omplexité paire (disons 2i), on a aq2i−1 − bp2i−1 = −1, soit enore
a(b− q2i−1)− b(a− p2i−1) = 1, par onstrution (b− q2i−1, a− p2i−1) sont bien les oe�ients deBezout (voir Eq. (2.1.2) et Eq. (2.1.3)). �Remarquons aussi que l'équation Eq. (2.1.4) stipule que tous les onvergents pairs d'un nombresont des approximations par valeurs inférieures et que les onvergents impairs sont des approxima-tions par valeurs supérieures.En�n nous présentons les relations de réurrene permettant d'érire les motifs de façon ré-ursive, nous nous attaherons à la formule présentée par Berstel en 1990 [Ber90℄. Pour ela nousintroduisons une appliation notée E de Q ∩ [0, 1] dans {0, 2}∗. L'image d'un nombre, qui ii re-présentera une pente, z = a

b sera le 4-hemin assoié à la droite standard Da,b,0 entre deux pointsd'appui supérieurs onséutifs érits en ode de Freeman. On dé�nit ette appliation ainsi pourles premiers rangs :
E(z0) = 0 E(z1) = 0u12Les autres valeurs s'érivent de façon réursive en fontion de la parité de la omplexité de leurdéveloppement en fration ontinue :

E(z2i) = E(z2i−2)E(z2i−1)
u2i (2.1.5)

E(z2i+1) = E(z2i)
u2i+1E(z2i−1) (2.1.6)Une illustration est proposée sur la Figure 2.1.3 pour une pente de omplexité impaire.Cette ériture permet de retrouver failement la fatorisation d'un mot de Christo�el en deuxmots de Christo�el. En e�et la ésure dans la fatorisation intervient au point disret le plus prohede la droite d'appui supérieure. Ce point est don le point de reste 1 dans le motif, nous sommesii le as le plus simple pour µ = 0, si µ n'est pas di�érent de zéro, on se ramène à e as partranslation. Ainsi d'après le Lemme 2.1.18 le point de ésure a les oordonnées suivantes :

(b− q2i−1, a− p2i−1) si a
b est de omplexité 2i

(q2i, p2i) si a
b est de omplexité 2i + 1On en déduit ainsi aisément les fateurs que l'on note w1 et w2 :15Au sens de la somme des oe�ients.
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E(z3) = [0, 2, 3, 3] = 10
23

z3 = [0, 2, 3, 3]

Fig. 2.1.3 � Portion d'une droite standard de aratéristiques (10, 23, 0) entre l'origine et sondeuxième point d'appui inférieur. On remarque que 10
23 = [0, 2, 2, 3], la pente de ette droite estdon de omplexité impaire.

E(z2i−2)E(z2i−1)
u2i−1

︸ ︷︷ ︸

w1

E(z2i−1)
︸ ︷︷ ︸

w2

si a
b est de omplexité 2i

E(z2i)
︸ ︷︷ ︸

w1

E(z2i)
u2i−1E(z2i−1)

︸ ︷︷ ︸

w2

si a
b est de omplexité 2i + 1On trouve aussi une formule très similaire à elle que nous présentons, qui est appelée formulede oupure ou Splitting formula (voir [Vos93℄ et [KR04a℄). On peut résumer ette formule à :

[u0, u1, · · · , ui] =

{
[u0, u1, · · · , ui−1 + 1]⊗ (ui − 1)[u0, u1, · · · , ui − 1] Si i est pair
(ui − 1)[u0, u1, · · · , ui−1]⊗ [u0, u1, · · · , ui−1 + 1] Si i est impairave ⊗ qui est un opérateur de �onaténation� tel que a

b ⊗ c
d = a+c

b+d et (α · a
b ) ⊗ c

d = αa+c
αb+d .Cette onstrution est en fait elle de la fration médiane, aussi utilisée pour onstruire l'arbre deStern-Broot ou la suite des nombres de Farey.Dès lors que nous onnaissons les valeurs des oe�ients de Bezout pour a et b donnés onobtient les oordonnées des points de reste µ + α pour une droite arithmétique Da,b,µ :Lemme 2.1.19Sur une droite arithmétique Da,b,µ, les points de reste µ + α sont de oordonnées :

(µ + α)(b − q2i−1, a− p2i−1) + k(b, a) si a
b est de omplexité 2i

(µ + α)(q2i, p2i) + k(b, a) si a
b est de omplexité 2i + 1Preuve:Calulons les restes de es points par rapport à Da,b,µ :� Cas où a

b est de omplexité 2i :
rDa,b,µ

((µ + α)(b − q2i−1, a− p2i−1) + k(b, a)) = (µ + α)rDa,b,µ
((b − q2i−1, a− p2i−1)) + 0 =

µ + α.� Cas où a
b est de omplexité 2i + 1 :

rDa,b,µ
((µ + α)(q2i, p2i) + k(b, a)) = (µ + α)rDa,b,µ

((q2i, p2i)) + 0 = µ + α
�On peut trouver une aratérisation plus intéressante pour les points d'appui inférieurs parrapport aux points d'appui supérieurs, 'est-à-dire les points dont les restes relatifs valent µ+ |a|+

|b| − 1 :Lemme 2.1.20Sur une droite standard Da,b,µ, les oordonnées du veteur mesurant le déplaement d'un point



48 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèted'appui supérieur au point d'appui inférieur à sa droite valent :
(q2i−1, p2i−1) + (1,−1) si a

b est de omplexité 2i
(b − q2i, a− p2i) + (1,−1) si a

b est de omplexité 2i + 1Preuve:Les oordonnées sont plus petites que b en absisses et plus petites que a en ordonnées, le aluldu reste relatif onlu. �Maintenant que nous avons dérit les motifs onstitutifs des droites standards, nous allons voirpourquoi ils sont onstitutifs des segments standards, 'est-à-dire des fateurs des droites standards.Pour e faire nous présenterons un algorithme optimal en temps pour la reonnaissane de segmentsstandard, initialement et algorithme était présenté pour les segments naïfs, dû à Debled-Rennessonet Réveillès en 1995 dans [DRR95℄. Cet algorithme sera appelé DR_1995 dans la suite.2.2 Reonnaissane des segments disretsLa reonnaissane des segments de droites disrètes fut un sujet de reherhe très atif, il s'ensuivit de nombreuses publiations et plusieurs types d'approhes furent abordés. Les premiersalgorithmes étaient fondés sur les trois ritères énonés par Freeman, on pourrait notamment iterl'algorithme de Troesh (voir [Tro93℄) ou enore elui de Wu (voir [Wu82℄). Klette et Rosenfelddans [KR02℄ onsidèrent quatre types de méthodes :� basées sur la disrétisation d'intersetion ave la grille,� basées sur des paires de droites tangentes et plus généralement sur ritères géométriques,� basées sur la propriété de la orde,� basées sur la aratérisation des odes syntatiques.L'algorithme qui nous intéresse est inrémental et est dans la deuxième atégorie, 'est-à-direune reonnaissane basée sur des ritères géométriques.16 Pour être plus préis l'ajout d'un pointest basé sur la valeur de son reste : ette valeur déterminera si le point appartient au segment,peut être ajouté au segment en modi�ant ses aratéristiques ou si il ne peut pas être ajouté. Lespoints extérieurs au segment pouvant être ajoutés sont les points faiblement extérieurs et e sonteux qui sont les plus prohes du segment.Auparavant nous aurons présenté une méthode de la première atégorie, basée sur l'étude dela pré-image, 'est-à-dire basée sur l'ensemble des paramètres possibles des droites se disrétisantomme l'objet disret que l'on souhaite reonnaître.2.2.1 Pré-imageL'étude de la pré-image onsiste à faire orrespondre un ensemble de droites dérites par deuxparamètres (leur pente et leur déalage) à un ensemble de points disrets.Plus formellement on onsidère un segment disret S et on note S̄ l'ensemble des droites tellesque leur disrétisé ontienne S :
S̄ = {(α, β) ∈ [0, 1]× [0, 1[ | ∀(x, y) ∈ S, 0 ≤ αx + β − y < 1}En e�et si l'on onsidère l'espae des paramètres (α, β), appelé espae dual, haque point de Sengendre les ontraintes suivantes sur et espae :

∀(x, y) ∈ S, Cont(x, y) =

{
αx + β − y ≥ 0
αx + β − y < 116Il s'agit même ii de ritères de géométrie arithmétique.



2.2. Reonnaissane des segments disrets 49

Fig. 2.2.1 � (gauhe) Ensemble de points du plan disret ; (droite) Contraintes assoiées dansl'espae des paramètres (α, β).L'ensemble des droites solutions est alors dans l'intersetion de es ontraintes, omme illustrésur la Figure 2.2.1 (�gure tirée de [Coe02℄).Ainsi un segment onstitué de n points engendre 2n ontraintes de dimension deux sur l'espaedual. S̄ est don l'ensemble véri�ant haune de es ontraintes linéaires. Cet ensemble a plusieurspropriétés énumérés dans [Coe02℄, notamment elle d'être onvexe puisqu'il s'agit d'une intersetionde ontraintes. Il existe des algorithmes permettant de tester si une solution existe pour un ensemblede ontraintes linéaires données, es algorithmes sont en temps linéaires par rapport au nombred'inéquations pour une dimension �xe.Dorst et Smeulders (voir [DS84℄) préisent que la struture de et espae dual lorsque S est unsegment disret est tout à fait partiulière puisqu'elle possède au maximum 4 sommets et que lesabsisses de es sommets appartiennent à une série de Farey d'un ordre bien préis dépendant dunombre de points dans S et de l'absisse du premier point de S.On rappelle que la série de Farey d'ordre n est l'ensemble des frations irrédutibles positivesde la forme p
q appartenant à l'intervalle [0, 1] et dont le dénominateur est inférieur ou égal à n.De plus il existe un algorithme inrémental permettant de savoir si S ∪ (x, y) est un segmentde droite et ela en onnaissant le dual de S. Cet algorithme onsiste prinipalement à maintenirun polygone à quatre �tés en mettant à jour les nouveaux sommets du dual de S.

2.2.2 Algorithme DR_1995Dans sa formulation initiale l'algorithme proposé par Debled dans [DRR95℄ onsiste à segmenterune ourbe disrète en moreaux de segments disrets les plus longs possibles étant donné un sensde parours sur la ourbe. Par la suite 'est bien plus la sous-partie de l'algorithme permettant dereonnaître les segments disrets qui porte le nom d'algorithme de Debled-Rennesson. Par ailleurs,l'algorithme initial a été enrihi pour permettre les ajouts des points des deux �tés ainsi que leurretrait. Dans e mémoire 'est et algorithme que nous désignons sous le nom de DR_1995. Nousprésentons ii l'étape fondamentale de l'algorithme DR_1995 qui se propose de répondre auproblème suivant :



50 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèteProblème :Étant donné un segment standard S dont on onnaît :� les aratéristiques minimales(a, b, µ),� le point d'appui supérieur le plus à gauhe, noté Ul,� le point d'appui supérieur le plus à droite, noté Ur,� point d'appui inférieur le plus à gauhe, noté Ll,� point d'appui inférieur le plus à droite, noté Lr.Savoir si le point M = (xM , yM ) ajouté à droite de S est tel que S ∪ M estun segment standard et le as éhéant modi�er les aratéristiques pour que lesaratéristiques de S ∪M soient enore minimales.La version pour les segments standards dont la pente est dans le premier otant et pour l'ajoutd'un point à droite de S est présenté en Table 2.2.2. Nous ommentons ii en détail l'algorithmeet pour failiter les expliations nous annoterons ave un " † " les nouveaux paramètres :- as (a) : Le point a un reste entre µ et µ + a + b − 1, il s'agit alors bien d'un point de ladroite standard (a, b, µ), étant 4-onnexe ave S, il ne modi�e don pas les aratéristiques
(a, b, µ). Cependant il peut remplaer l'un des points d'appui situés aux extrémités :- as (aa) : Le reste de M vaut µ, il s'agit don d'un point d'appui supérieur, étant à droitede S, il remplae Ur.- as (ab) : Le reste de M vaut µ + a + b − 1, il s'agit don d'un point d'appui inférieur,étant à droite de S, il remplae Lr.- as (b) : Le point a un reste valant µ − 1, ei signi�e que le triangle UlUrM ne ontientpas de points disrets. On peut alors trouver un nouveau triplet (a†, b†, µ†) tel que Da†,b†,µ†soit la droite de aratéristique minimale pour S ∪M . Ces aratéristiques sont telles que lapente de la droite minimale est donnée par le veteur UlM . Ainsi Ul = U ′

l reste le pointd'appui supérieur le plus à gauhe, U ′
r devient M et le paramètre µ† est alulé ommereste de M ou de U ′

l pour le nouveau ouple (a†, b†). En�n la pente du nouveau segmentétant déterminée par seulement deux points d'appui supérieurs, il ne ontient qu'un seulpoint d'appui inférieur, par onséquent L′
l et L′

r sont onfondus. La pente de la droite dearatéristiques minimales augmentant, le point d'appui inférieur qui était le plus à droitepour S devient le seul point d'appui pour S ∪M et L′
r = Lr.- as () : Le point M a ii un reste égal à µ + a + b, le triangle LlLrM est don sans pointsdisrets dans son intérieur. On peut alors trouver une nouvelle droite de aratéristiquesminimales pour S ∪M . La pente sera donnée par le veteur LlM et L′

l = Ll, L′
r = Lr, demême U ′

l et U ′
r seront onfondus et valent Ur, en�n µ† se déduit par alul du reste en Mou L′

l.- as (d) : Dans e as là le reste de M est stritement supérieur à µ+a+ b (resp. stritementinférieur à µ − 1), il s'en suit que le triangle UlUrM (resp. LlLrM) ontient au moins unpoint disret dans son intérieur, et S ∪M ne forme plus un fateur d'une droite standard.Le problème est similaire si l'on veut ajouter un point à gauhe, l'algorithme se déduit alors dupréédent et est présenté en Table 2.2.2, la Figure 2.2.2 en propose une illustration.Avant d'aller plus loin, préisons omment ommener la reonnaissane pour un segment dansle premier otant. Le repère est entré sur le point d'intérêt et le segment disret possède initiale-ment les aratéristiques (0, 1, 0) et ses points d'appui sont Ul = Ll = (0, 0) et Ur = Lr = (1, 0).L'ensemble des points onsidérés au départ est onstitué de deux points formant un segment depente 0, passant par l'origine.Considéronsmaintenant deux paramètres supplémentaires dans les segments disrets : le nombrede motifs et le nombre de motifs-renversés le onstituant. Le premier se déduit naturellement dunombre de points d'appui supérieurs le onstituant et si on le note δ, il vaut exatement le nombrede points d'appui supérieurs moins un. Naturellement le nombre de motifs-renversés, noté δ′, vaut



2.2. Reonnaissane des segments disrets 51ajout_point_droite (a,b,µ,Ul, Ur, Ll, Lr, M) {
r = axM − byMSi (µ ≤ r < a + b + µ) // (a) S ∪M est un segment standard de même aratéristiques que SSi (r = µ ) // (aa) M est le point d'appui supérieur le plus à droite

Ur ←MSi (r = µ + a + b− 1 ) // (ab) M est le point d'appui inférieur le plus à droite
Lr ←MSinon si (r = µ− 1) // (b) L'ajout de M modi�e les aratéristiques de S

Ll ← Lr

UR ←M
a← yUr

− yUl

b← xUr
− xUl

µ← axUr
− byUrSinon si (r = µ + a + b) // () L'ajout de M modi�e les aratéristiques de S

Ul ← Ur

LR ←M
a← yLr

− yLl

b← xLr
− xLl

µ← axLr
− byLr

− a− b + 1Sinon a�her(M ne peut pas être ajouté à S) // (d)}Tab. 2.2.1 � Algorithme DR_1995 pour un segment standard dont la pente est dans le premierotant auquel on ajoute un point M à la droite du segment. On suppose que S∪M est un ensemble
4-onnexe.ajout_point_gauhe (a,b,µ,Ul, Ur, Ll, Lr, M) {

r = axM − byMSi (µ ≤ r < a + b + µ) // S ∪M est un segment standard de même aratéristiques que SSi (r = µ ) // M est le point d'appui supérieur le plus à gauhe
Ul ←MSi (r = µ + a + b− 1 ) // M est le point d'appui inférieur le plus à gauhe
Ll ←MSinon si (r = µ− 1) // L'ajout de M modi�e les aratéristiques de S

Lr ← Ll

Ul ←M
a← yUr

− yUl

b← xUr
− xUl

µ← axUr
− byUrSinon si (r = µ + a + b) // L'ajout de M modi�e les aratéristiques de S

Ur ← Ul

Ll ←M
a← yLr

− yLl

b← xLr
− xLl

µ← axLr
− byLr

− a− b + 1Sinon a�her(M ne peut pas être ajouté à S)}Tab. 2.2.2 � Algorithme DR_1995 pour un segment standard dont la pente est dans le premierotant auquel on ajoute un point M à la gauhe du segment. On suppose que S∪M est un ensemble
4-onnexe.
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(b) (c)(a)

Ci

Cj U ′
r = Ur Cj

L′
l = Ll

Ci = U ′
lUl

Ci+1 Ll

Ur
Lr
Cj

Fig. 2.2.2 � Ajout d'un point à gauhe d'un segment standard. (a) Segment standard Ci+1,j . (b)Le point Ci se situe juste au-dessus de la droite d'appui supérieure et son ajout va faire déroîtrela pente du segment. () Segment disret Ci,j . Sa pente et les points d'appui U ′
l et L′

r doivent êtremis à jour.le nombre de points d'appui inférieurs moins un. Pour tout segment standard, la valeur absoluede la di�érene entre δ et δ′ est majorée par un, ei est une onséquene de l'alternane entreles points d'appui supérieurs et inférieurs lorsque l'on parourt une droite standard. Dans le aspartiulier ou un segment standard de aratéristiques (a, b, µ) ne ontient pas de motifs (a, b) ilontient alors néessairement un motif-renversé de aratéristiques (a, b). Ce as orrespond en faità un segment ayant deux points d'appui inférieurs et un seul point d'appui supérieur. Lorsque nousonsidérerons les ajouts de points faiblement extérieurs, les paramètres δ et δ′ ne seront jamaisnuls pour les points onsidérés et ei en vertu du Lemme 2.1.14.Lemme 2.2.1Un segment standard ne ontenant auun motif (δ = 0) auquel on ajoute à sa droite (resp. gauhe)un point supérieur faiblement extérieur ontiendra néessairement un point d'appui supérieur entreson point d'appui inférieur le plus à droite (resp. gauhe) et le point supérieur faiblement extérieur.Réiproquement, un segment standard ne ontenant auun motif-renversé (δ′ = 0) auquel on ajouteà sa droite (resp. gauhe) un point inférieur faiblement extérieur ontiendra néessairement unpoint d'appui inférieur entre son point d'appui supérieur le plus à droite (resp. gauhe) et le pointinférieur faiblement extérieur.Nous pouvons ainsi onsidérer que lorsque nous ajouterons un point d'appui supérieur faible-ment extérieur à un segment standard, δ sera toujours supérieur ou égal à un. De la même façon,lorsque nous ajouterons un point inférieur faiblement extérieur à un segment standard, δ′ seratoujours supérieur ou égal à un. Ainsi nous pouvons maintenant dérire l'évolution des segmentsdisrets en fontion de la parité de leur pente et du nombre de motifs et de motifs-renversés. Ceiest une onséquene direte de la réériture de l'algorithme DR_1995 :Proposition 2.2.2L'évolution de la pente d'un segment standard reonnu par l'algorithme DR_1995 dépend de laparité de la omplexité de sa pente, du type de point faiblement extérieur qui lui est ajouté et du�té sur lequel il est ajouté. Ce proessus peut être résumé omme suit :� pente de omplexité paire [0, u1, . . . , u2i], δ motif(s) et δ′ motif(s)-renversé(s) :C�té gauhe C�té droitSupérieur faiblement extérieur [0, u1, . . . , u2i − 1, 1, δ] [0, u1, . . . , u2i, δ]Inférieur faiblement extérieur [0, u1, . . . , u2i, δ
′] [0, u1, . . . , u2i − 1, 1, δ′]� Pente de omplexité impaire [0, u1, . . . , u2i+1], δ motifs(s) et δ′ motif(s)-renversé(s) :C�té gauhe C�té droitSupérieur faiblement extérieur [0, u1, . . . , u2i+1, δ] [0, u1, . . . , u2i+1 − 1, 1, δ]Inférieur faiblement extérieur [0, u1, . . . , u2i+1 − 1, 1, δ′] [0, u1, . . . , u2i+1, δ

′]Preuve:Nous donnons la preuve dans la as où le segment a une pente paire et où l'on ajoute un point



2.2. Reonnaissane des segments disrets 53supérieur faiblement extérieur à sa droite. Les autres preuves sont déduites de aluls similaires oupar une rotation de 180o.Sous es onditions, le Lemme 2.2.1 nous permet de onsidérer δ ≥ 1. Soit Ul et Ur les pointsd'appui supérieurs les plus à gauhe et à droite. On hoisit Ul omme origine du repère. La pentedu segment est donnée par p2i

q2i
= [0, u1, . . . , u2i].Le point supérieur faiblement extérieur ajouté U ′ est de reste −1. D'après le Lemme 2.1.18,

q2i−1 et p2i−1 sont les oe�ients de Bezout. En onséquene, UrU
′ = (q2i−1, p2i−1).D'après la formulation de l'algorithme DR_1995 la pente du segment CUl,U ′ est donnéepar le veteur UlU

′. Puisque UlU
′ = UlUr + UrU

′, on obtient bien que UlU
′ vaut δ(q2i, p2i) +

(q2i−1, p2i−1). En�n on déduit des Eq. (2.1.2) et (2.1.3) que ette pente vaut p2i+1

q2i+1
= [0, u1, . . . , u2i, δ].Le as partiulier δ = 1 implique alors : p2i+1

q2i+1
= [0, u1, . . . , u2i, 1] que l'on érit [0, u1, . . . , u2i + 1].Cei termine la preuve. �En observant omment l'on modi�e les aratéristiques d'un segment lors de l'ajout d'un pointon peut en déduire omment retrouver les aratéristiques d'un segment lorsque l'on retire un point.En s'appuyant sur es onsidérations, Feshet et Tougne en 1999 [FT99℄ expliquent brièvement laméthode pour retirer les points aux extrémités d'un segment. La méthode à employer est plusdétaillée dans [LVdV05℄ et [LVdV06℄. Nous donnons ii en détail les algorithmes de retrait à gauheet de retrait à droite. Toutefois notons que pour mettre orretement à jour les points d'appuiinférieurs et supérieurs il est néessaire de ompter le nombre de points ontenus dans le segmentet de mémoriser l'un des points aux extrémités, ou alors plus simplement de garder en mémoire lesdeux points aux extrémités du segment. Nous opterons ii pour la deuxième solution et les pointsaux extrémités de S seront notés Ql et Qr. L'algorithme de retrait pour le point le plus à gauheest présenté en Table 2.2.3 et deux exemples illustrent l'algorithme sur les Figures 2.2.3 et 2.2.4.Commentons les di�érents as :� Dans tout les as, on ommene par mettre à jour le point Ql.as (a) : Le reste de M vaut µ, M étant le point le plus à gauhe, 'est don Ul. Il reste alorsà déterminer si le retrait de M modi�e les aratéristiques du segment.as (aa) : Le segment ontient deux points d'appui supérieurs et il ontient au moins deuxpoints d'appui inférieurs, en onséquene ses aratéristiques ne sont pas modi�ées. Làenore, la mise à jour de Ul su�t.as (ab) : Le segment ontient deux points d'appui supérieurs et un point d'appui inférieur(voir Figure 2.2.3), ses aratéristiques doivent être mises à jour. Par onstrution, Uret Ll ne hangent pas. Calulons maintenant les nouvelles aratéristiques du segment.Tout d'abord on remarque d'après le Lemme 2.1.14 que M + (1,−1) est un point inférieurfaiblement extérieur pour S ∪M . Par onséquent il est un point d'appui inférieur pour ladroite de aratéristiques minimales ontenant S. Puisque M + (1,−1) est extérieur à Sle point d'appui inférieur après lui sur la droite de aratéristiques minimales est Ll, lesoordonnées du veteur reliant es deux points donnent les oe�ients de la nouvelle pentede S. Le nouveau déalage se alule alors simplement omme le reste du point Ur et ilreste à déterminer Ul et Lr. C'est à e moment là qu'interviennent les points Ql et Qr.En e�et, Ur étant onnu il su�t de regarder si l'absisse du veteur QlUr est plus grandeque b pour savoir si il y a un point d'appui supérieur sur S à gauhe de Ur. Celui le plus àgauhe se trouve ainsi très failement.17 De même pour le point d'appui inférieur le plus àdroite, si l'absisse du veteur LlQr est plus grande que b, alors il existe un point d'appuiinférieur à droite de Ul. Les oordonnées de Lr se trouvent alors failement.as (b) : Le reste de M vaut µ + a + b − 1, M étant le point le plus à gauhe, 'est don Ll.Il reste alors à déterminer si le retrait de M modi�e les aratéristiques du segment.as (ba) : Le segment ontient au moins deux points d'appui inférieurs et il ontient au17On pourrait remarquer que onnaissant Ll le Lemme 2.1.20 permet de onlure mais il faudrait faire deuxsous-as selon la parité de la pente.
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Ur
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Lr
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Qr

< bb

[0, 2, 3, 2]

< b

Ql

Ul

Ll

Lr

[0, 2, 4]

M

xQr
− xUl

xUr
− xQl

Fig. 2.2.3 � Exemple de retrait d'un point pour un segment de pente [0, 2, 3, 2] ontenant deuxpoints d'appui supérieurs et un point d'appui inférieur. Les erles représentent les points d'appuiavant le retrait du point M , les arrés représentent les nouveaux points d'appui après le retrait dupoint M . En haut le segment avant le retrait du point M ; en dessous les notations de l'algorithmeprésenté dans la Table 2.2.3.moins deux points d'appui supérieurs, en onséquene ses aratéristiques ne sont pasmodi�ées. Là enore, la mise à jour de Ll su�t.as (bb) : Le segment ontient deux points d'appui inférieurs et un point d'appui supérieur(voir Figure 2.2.4), ses aratéristiques doivent être mises à jour. Par onstrution, Lr et
Ul ne hangent pas. Calulons maintenant les nouvelles aratéristiques du segment. Toutd'abord on remarque d'après le Lemme 2.1.14 que M + (−1, +1) est un point supérieurfaiblement extérieur pour S ∪M . Par onséquent il est un point d'appui supérieur pourla droite de aratéristiques minimales ontenant S. Puisque M + (−1, +1) est extérieurà S le point d'appui supérieur après lui sur la droite de aratéristiques minimales est Ul,les oordonnées du veteur reliant es deux points donnent les oe�ients de la nouvellepente de S. Le nouveau déalage se alule alors simplement omme le reste du point Ul etil reste à déterminer Ll et Ur. C'est à e moment là qu'interviennent les points Ql et Qr.En e�et, Lr étant onnu il su�t de regarder si l'absisse du veteur QlLr est plus grandeque b pour savoir si il y a un point d'appui inférieur sur S à gauhe de Lr. Celui le plus àgauhe se trouve ainsi très failement. De même pour le point d'appui supérieur le plus àdroite, si l'absisse du veteur UlQr est plus grande que b, alors il existe un point d'appuisupérieur à droite de Ul. Les oordonnées de Ur se trouvent alors failement.as () : Le point M à un reste ompris entre µ + 1 et µ + a + b − 2, son retrait ne modi�epas la pente de S.Nous venons de donner en détails les algorithmes pour ajouter et retirer des points aux extrémi-tés des segments standards, nous noterons désormais S(i, j) le prédiat �Ci,j est un segment stan-dard� et D(i, j) les aratéristiques du segment standard reonnues par l'algorithme DR_1995.Le détail des algorithmes préédents nous permet d'énoner le théorème suivant :
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retrait_point_gauhe (a,b,µ,Ul, Ur, Ll, Lr, Ql, Qr, M) {
r = axM − byMSi (r + a ≤ a + b + µ− 1)

Ql ← Ql + (1, 0)Sinon
Ql ← Ql + (0, 1)Si (r = µ ) // (a) M est le point d'appui supérieur le plus à gauheSi (Ll 6= Lr) // (aa) Le retrait de M ne modi�e pas les aratéristiques de S

Ul ← Ul + (b, a)Sinon // (ab) Le retrait de M modi�e les aratéristiques de S
b← xLl

− (xM + 1)
a← yLl

− (yM − 1)
µ← axUr

− byUr

Ul ← Ur −
⌊

xUr−xQl

b

⌋

(b, a)

Lr ← Ll +
⌊

xQr−xLl

b

⌋

(b, a)Si (r = µ + a + b− 1 ) // (b) M est le point d'appui inférieur le plus à gauheSi (Ul 6= Ur) // (ba) Le retrait de M ne modi�e pas les aratéristiques de S
Ll ← Ll + (b, a)Sinon // (bb) Le retrait de M modi�e les aratéristiques de S
b← xUl

− (xM − 1)
a← yUl

− (yM + 1)
µ← axUl

− byUl

Ur ← Ul +
⌊

xQr−xUl

b

⌋

(b, a)

Ll ← Lr −
⌊

xLr−xQl

b

⌋

(b, a)Sinon // () Le retrait de M ne modi�e pas les aratéristiques de S}Tab. 2.2.3 � Algorithme DR_1995 pour un segment standard dont la pente est dans le premierotant auquel on retranhe le point M situé à l'extrémité gauhe du segment.
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retrait_point_droit (a,b,µ,Ul, Ur, Ll, Lr, Ql, Qr, M) {
r = axM − byMSi (r + b ≤ a + b + µ− 1)

Qr ← Qr − (0, 1)Sinon
Qr ← Qr − (1, 0)Si (r = µ ) // (a) M est le point d'appui supérieur le plus à droiteSi (Ll 6= Lr) // (aa) Le retrait de M ne modi�e pas les aratéristiques de S

Ul ← Ul − (b, a)Sinon // (ab) Le retrait de M modi�e les aratéristiques de S
b← (xM + 1)− xLr

a← (yM − 1)− yLr

µ← axUl
− byUl

Ur ← Ul +
⌊

xQr−xUl

b

⌋

(b, a)

Ll ← Lr −
⌊

xLr−xQl

b

⌋

(b, a)Si (r = µ + a + b− 1 ) // (b) M est le point d'appui inférieur le plus à gauheSi (Ul 6= Ur) // (ba) Le retrait de M ne modi�e pas les aratéristiques de S
Lr ← Lr − (b, a)Sinon // (bb) Le retrait de M modi�e les aratéristiques de S
b← (xM − 1)− xUr

a← (yM + 1)− yUr

µ← axUl
− byUl

Ur ← Ul +
⌊

xQr−xUl

b

⌋

(b, a)

Ll ← Lr −
⌊

xLr−xQl

b

⌋

(b, a)Sinon // () Le retrait de M ne modi�e pas les aratéristiques de S}Tab. 2.2.4 � Algorithme DR_1995 pour un segment standard dont la pente est dans le premierotant auquel on retranhe le point M situé à l'extrémité droite du segment.
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xQr
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Fig. 2.2.4 � Exemple de retrait d'un point pour un segment de pente [0, 2, 3, 2] ontenant deuxpoints d'appui inférieurs et un point d'appui supérieur. Les erles représentent les points d'appuiavant le retrait du point M , les arrés représentent les nouveaux points d'appui après le retrait dupoint M .En haut le segment avant le retrait du point M ; en dessous les notations de l'algorithmeprésenté dans la Table 2.2.3.



58 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèteThéorème 2.2.3Supposons que l'on ait S(i, j) et que les aratéristiques D(i, j) du segment standard assoié soientonnues, alors :1. (Ajout du point Ci ou Cj) - Déider si S(i, j+1) ou si S(i−1, j) sont des opérations en O(1)et lorsque ela est néessaire, le alul de D(i, j + 1) ou D(i− 1, j) sont aussi des opérationsen O(1) (Voir Debled-Rennesson et Réveillès [DRR95℄) ;182. (Retrait du point Ci ou Cj) - Le alul de D(i + 1, j) ou de D(i, j − 1) sont des opérationsen O(1) (Voir Tables 2.2.3 et 2.2.4).Ce théorème implique que l'on peut reonnaître toutes les lasses de segments standards defaçon inrémentale. Cei sera d'une grande importane par la suite, notamment pour la omplexitédes estimateurs disrets basés sur la reonnaissane de segments standards.Maintenant que nous savons reonnaître les segments standards nous allons pouvoir étudierles di�érentes lasses de segments que l'on peut onstruire sur une ourbe disrète. Cependantnous préiserons auparavant les liens entre l'arbre de Stern-Broot et l'algorithme DR_1995 a�nd'élargir ses propriétés et son interprétation. À la �n de ette setion nous obtiendrons des a-ratéristiques sur les pentes qui nous serons utiles pour donner des propriétés géométriques surertaines lasses de segments standards onstruits sur les ourbes disrètes.2.3 Propriétés des motifs et de l'algorithme DR_1995Le aratère arithmétique de l'algorithme DR_1995 n'est pas sans onséquenes sur sespropriétés et ses interprétations. En partiulier il est intéressant de voir omment on peut le mettreen relation ave d'autres objets énumérant l'ensemble des rationnels entre zéro et l'unité. Cei seral'objet de la deuxième sous-setion qui montrera omment interpréter les hangements de pentesen déplaements sur l'arbre de Stern-Broot. Les algorithmes basés sur la pré-image entretiennenteux-aussi des relations partiulières ave les séries de Farey, objets permettant aussi d'énumérerl'ensemble des rationnels entre zéro et l'unité.Auparavant nous rappelons ertaines propriétés des motifs prohes de elles des frations onti-nues dont nous aurons besoin par la suite lorsque nous étudierons (f. Chapitre 3) en détails lessegments maximaux sur des disrétisés de formes onvexes lisses.Puis nous présentons les prinipales lasses de segments standards que l'on peut reonnaîtresur une ourbe disrète leur propriétés générales et en�n les algorithmes pour les reonnaître.2.3.1 Propriétés des motifsCette sous-setion présente ertaines propriétés d'inlusions aratéristiques des motifs de seg-ments standards. Nous avons déjà brièvement abordé ertaines relations liées aux oe�ients deBezout lors de la présentation des motifs, nous tâhons d'aller un peu plus loin dans ette sous-setion. Nous foalisons notamment sur les relations d'inlusions entre les motifs. Ces relationsdéoulent de la façon dont les motifs sont formés et par onséquent du développement de la fra-tion ontinue qui leur est assoiée.Nous utilisons les notations présentées sur la Figure 2.1.3 pour les points d'appui.19 Nousrappelons que par dé�nition des motifs et des motifs-renversés nous avons les relations vetoriellessuivantes : U1U2 = L1L2 = (b, a) et que U1L1 = U2L2. Dans la suite de ette sous-setionnous noterons a/b = zn = [0, u1, . . . , un] la pente d'un motif ou d'un motif-renversé. De plus nousutilisons les notations v 4s w et v′ ≺s w pour les prédiats respetifs �v est un fateur droit de w�et �v′ est un fateur droit strit de w�. Nous rappelons que si w = suv, s, u et v sont des fateurs18Comprendre en temps onstant.19C'est-à-dire U1, L1, U2 et L2.



2.3. Propriétés des motifs et de l'algorithme DR_1995 59de w et que uv et v sont des fateurs droits de w, si v n'est pas réduit au mot vide, alors uv et vsont des fateurs droits strit de w.La Proposition 2.3.1 et la Proposition 2.3.2 indiquent préisément la position des points d'appuià l'intérieur d'un motif ainsi que les plus grands motifs de part et d'autre.Proposition 2.3.1Un motif de profondeur impaire (disons n = 2i + 1) est tel que U1L1 = (u2i+1 − 1) (q2i, p2i) +
(q2i−1, p2i−1) + (1,−1) et L1U2 = (q2i − 1, p2i + 1). De plus le segment standard CU1,L1 admet
E(z2i)

u2i+1−1 omme fateur gauhe, et le segment CL1,U2 admet E(z2i−1)
u2i omme fateur droit.Preuve:Le Lemme 2.1.20 implique diretement queU1L1 = (b + 1− q2i, a− 1− p2i). Les Équations (2.1.3)et (2.1.2) développent la formule préédente en :

U1L1 = ((u2i+1 − 1)q2i + q2i−1 + 1, (u2i+1 − 1)p2i + p2i−1 − 1) .Puisque L1U2 = −U1L1 + U1U2, nous obtenons L1U2 = (q2i − 1, p2i + 1). À partir de l'Équation (2.1.6), il vient que E(z2i)
u2i+1−1 est un fateur gauhe de CU1,U2 , mais aussi de CU1,L1.Le développement de E(z2i+1) omme E(z2i)

u2i+1−1E(z2i−2)E(z2i−1)
u2i+1 et de L1U2 omme

(u2iq2i−1 + q2i−2 − 1, u2ip2i−1 + p2i−2 + 1) indique bien que E(z2i−1)
u2i est un fateur droit de

CL1,U2 . �Proposition 2.3.2Un motif de profondeur paire (disons n = 2i) est tel que U1L1 = (q2i−1 + 1, p2i−1 − 1) et L1U2 =
(u2i−1) (q2i−1, p2i−1)+(q2i−2, p2i−2)+(−1, 1). De plus le segment standard CU1,L1 a E(z2i−2)

u2i−1omme fateur gauhe, et le segment CL1,U2 a E(z2i−1)
u2i−1 omme fateur droit.Cette preuve suit exatement le même raisonnement que la proposition préédente (Propo-sition 2.3.1) et ne sera pas détaillée ii (elle est ependant détaillée dans [FdVF05℄). Une autrepropriété importante est elle liant les pentes des motifs lorsqu'ils sont fateurs gauhes ou droitsd'un autre motif :Proposition 2.3.3Soit le motif E(zk) ave zk = [0, u1, . . . , uk]. Si le motif de omplexité impaire E(z′2i+1) ave

z′2i+1 = [0, u′
1, . . . , u

′
2i+1] est un fateur droit de E(zk) alors :

z′2i = z2i et u′
2i+1 ≤ u2i+1Preuve:Considérons deux motifs E(zk) et E(z′2i+1) ave zk = [0, u1, . . . , uk] et z′2i+1 = [0, u′

1, . . . , u
′
2i+1].Des Équations (2.1.6) et (2.1.5), on observe que E(zk) se termine toujours ave un motif de om-plexité impaire quel que soit k.Supposons qu' il existe l (2l + 1 ≤ k) tel que E(z2l−1) 4s E(z′2i+1) 4s E(z2l+1) omme illustrésur la Figure 2.3.1.Le as partiulier ou E(z′2i+1) est égal à E(z2l+1) entraîne que i = l et que z′2i+1 = z2i+1 parl'uniité de la déomposition en fration ontinue. Sinon en observant la déomposition de E(z2l+1)à partir des Équations (2.1.6) et (2.1.5), il existe j, ave 0 ≤ j < u2l+1 tel que E(z2l)

jE(z2l−1) 4s

E(z′2i+1) ≺s E(z2l)
j+1E(z2l−1), dont les pentes sont :� [0, u1, . . . , u2l, j] pour E(z2l)

jE(z2l−1),� [0, u1, . . . , u2l, j + 1] pour E(z2l)
j+1E(z2l−1).Tout hemin disret P tel que E(z2l)

jE(z2l−1) 4s P ≺s E(z2l)
j+1E(z2l−1) est reonnu par l'algo-rithme DR_1995 omme un segment standard de pente égale à [0, u1, . . . , u2l, j]. Par onséquentla pente de E(z′2i+1) vaut [0, u1, . . . , u2l, j]. De plus puisque 'est un motif il se déompose en

E(z′2i+1) = E([0, u1, . . . , u2l, j]), soit z′2i+1 = [0, u1, . . . , u2l, j] et i = l.
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E(z2l) E(z2l) E(z2l) E(z2l−1)

E(z2l+1) = E(z2l)
u2l+1E(z2l−1)

E(z′

2i+1)O X

Y

13
z2l+1 = z3 = [0, 6, 2, 3] = 7

45

Fig. 2.3.1 � Le motif impair E(z2l−1) 4s E(z′2i+1.) ≺s E(z2l+1)Supposons maintenant qu'il n'existe pas de l tel que : E(z2l−1) 4s E(z′2i+1) 4s E(z2l+1). Ceiimpliquerait que nous ne puissions par trouver deux sous motifs impairs fateurs droits de E(zk)qui enadreraient E(z′2i+1). En onséquene nous aurions : E(zk−1) 4s E(z′2i+1) 4s E(zk) ave kpair, e qui donne E(zk) = E(zk−2)E(zk−1)
uk et deux as se présentent alors :� il existe j tel que E(zk−1)

j 4s E(z′2i+1) 4s E(zk−1)
j+1, ave j + 1 ≤ uk,� ou E(zk−1)

uk ≺s E(z′2i+1) 4s E(zk)Dans le premier as, il est lair que E(z′2i+1) est reonnu par l'algorithme DR_1995 ommeun segment standard de pente zk−1 puisqu'il est enadré par deux hemins disrets de pentes zk−1.Nous obtenons don ii zk−1 = z′2i+1.Pour le deuxième as, remarquons que E(zk−1) 4s E(z′2i+1), e qui implique que E(zk−1) estenadré par deux sous motifs impairs de E(z′2i+1). Le même raisonnement que préédemment nousamène ainsi à z′k−2 = zk−2 et uk−1 ≤ u′
k−1. Des Équations (2.1.6) et (2.1.5), il apparaît que toutmotif ommene par un motif de pente paire et e quelle que soit la pente. Il suit que E(zk−2) estun fateur gauhe de E(z′2i+1) et de E(zk). De plus, puisque E(zk−1)

uk ≺s E(z′2i+1) 4s E(zk),et que E(zk) ≡ E(zk−2)E(zk−1)
uk , E(z′2i+1) et E(zk) ommenent par le même motif pair. Enonséquene E(zk) est égal à E(z′2i+1). Ces deux motifs n'étant pas de même parité, il s'en suitune ontradition évidente montrant que e as ne peut pas se produire. Cei onlut la preuve. �Proposition 2.3.4Soit le motif E(zk) ave zk = [0, u1, . . . , uk]. Si le motif pair E(z′2i) ave z′2i = [0, u′

1, . . . , u
′
2i] estun fateur gauhe de E(zk) alors :

z′2i−1 = z2i−1 et u′
2i ≤ u2iLa preuve de ette proposition est similaire à elle de la Proposition 2.3.3 et peut être trouvéedans le rapport de reherhe [FdV05℄. La généralisation des propositions préédentes en onsidérantseulement des fateurs et non des fateurs gauhes ou droits est problématique puisque dans le asdu motif E([0, 6, 2, 3]) dont le 4-hemin assoié est représenté sur la Figure 2.3.1, on observe que

E([0, 7]) est un fateur apparaissant trois fois et pourtant [0, 7] n'est pas la réduite d'ordre unde [0, 6, 2, 3]. De même le motif E([0, 6, 3]) apparaît en tant que fateur droit de E([0, 6, 2, 3]) et
[0, 6, 3] n'est pas la réduite d'ordre deux de [0, 6, 2, 3].En�n notons que la déomposition du motif en sous-motifs permet de déterminer les positionsdes points d'appui inférieurs et de aluler le hemin assoié, pour démontrer ela nous avons besoinde quelques notations supplémentaires :



2.3. Propriétés des motifs et de l'algorithme DR_1995 61Notons F l'appliation qui à un rationnel z assoie le 4-hemin entre un point d'appui supérieuret le point d'appui inférieur juste à sa droite sur la droite standard de pente z.Soit zn = [0, u1, . . . , un] un rationnel de omplexité n, onsidérons le segment standard dearatéristiques (pn, qn, 0) et notons rn (p) le reste d'ordre n, étant égal à :
rn (p) = pnxp − qnypPar linéarité et les Équations (2.1.2) et (2.1.3) nous obtenons les relations suivantes :

rn (p + p′) = rn (p) + rn (p′)
rn (p) = unrn−1 (p) + rn−2 (p)Lemme 2.3.5Le hemin entre un point d'appui supérieur et le point d'appui inférieur juste à sa droite peuts'érire de façon réursive :
F (z2n) = E(z2n−2)F (z2n−1)

F (z2n+1) = E(z2n)u2n+1−1F (z2n)Ave les premiers termes suivants :
F (z0) = E(z0)

F (z1) = E(z0)
u1−1F (z0)Preuve:Par abus de notation, on onsidérera que rn (F (zn)) est le alul du reste d'ordre n au pointterminant le 4-hemin F (zn). Commençons par véri�er les premiers rangs :� Au rang zéro, on a r0 (E(z0)) = 0 = p0 + q0 − 1.� Au rang un, on a r1

(
E(z0)

u1−1 + E(z0)
)

= r1

(
E(z0)

u1−1
)

+ r1 (E(z0)). Puis observons que
r1

(
E(z0)

u1−1
)

= u1 − 1 et que r1 (E(z0)) = p1q0 − q1p0 = 1.D'où r1

(
E(z0)

u1−1 + E(z0)
)

= 1 + u1 − 1 = p1 + q1 − 1.Nous allons maintenant formuler notre hypothèse de réurrene, à savoir :
HR(n) =

{
r2n (F (z2n)) = p2n + q2n − 1

r2n+1 (F (z2n+1)) = p2n+1 + q2n+1 − 1Montrons alors que HR(n) =⇒ HR(n + 1). Nous séparons la preuve en deux sous-as, unpour le as pair et un pour le as impair.� Pour le as pair, nous ommençons par déomposer r2n+2 (F (z2n+2)) :
r2n+2 (F (z2n+2)) = r2n+2 (E(z2n)) + r2n+2 (F (z2n+1)) .Remarquons alors que :

r2n+2 (E(z2n)) = u2n+2(p2n+1q2n − q2n+1p2n) + p2nq2n − q2np2n = u2n+2.D'autre part en déomposant r2n+2 (F (z2n+1)) nous obtenons : u2n+2r2n+1 (F (z2n+1)) et
r2n (F (z2n+1)). Par hypothèse de réurrene, le premier terme r2n+1 (F (z2n+1)) vaut p2n+1 +
q2n+1−1. Le deuxième terme r2n (F (z2n+1)) se déompose en r2n

(
E(z2n)u2n+1−1

)
+r2n (F (z2n)).Or :

r2n

(
E(z2n)u2n+1−1

)
= 0 et r2n (F (z2n)) = p2n + q2n − 1.L'on trouve ainsi que :

r2n+2 (F (z2n+2)) = u2n+2 + u2n+2(p2n+1 + q2n+1 − 1) + p2n + q2n − 1 = p2n+2 + q2n+2 − 1.



62 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrète� Pour le as impair, le raisonnement est similaire :
r2n+3 (F (z2n+3)) = r2n+3

(
E(z2n+2)

u2n+3−1
)

︸ ︷︷ ︸

u2n+3−1

+u2n+3 r2n+2 (F (z2n+2))
︸ ︷︷ ︸

p2n+2+q2n+2−1

+r2n+1 (F (z2n+2))ave r2n+1 (F (z2n+2)) = r2n+1 (E(z2n))
︸ ︷︷ ︸

1

+ r2n+1 (F (z2n+1))
︸ ︷︷ ︸

p2n+1+q2n+1−1On obtient ainsi :
r2n+3 (F (z2n+3)) = u2n+3p2n+2 + p2n+1 + u2n+3q2n+2 + q2n+1 − 1 = p2n+3 + q2n+3 − 1L'on obtient bien HR(n + 1). Les valeurs observées des restes onluent la preuve. �En orollaire, nous pouvons ainsi donner diretement la façon dont le hemin est onstruit :Corollaire 2.3.6Étant donné un motif E(a

b ), le hemin entre un point d'appui supérieur et le point d'appui inférieurjuste à sa droite s'érit en fontion de la parité de a
b et vaut :

E(z2n−2)
u2n−1E(z2n−4)

u2n−3 . . . E(z2n−2i)
u2n−2i+1 . . . E(z0)

u1E(z0) si a
b est de omplexité 2n

E(z2n)u2n+1−1E(z2n−2)
u2n−1 . . . E(z2n−2i)

u2n−2i+1 . . . E(z0)
u1E(z0) si a

b est de omplexité 2n + 1Une première remarque est de onstater que e hemin est uniquement omposé de onaténa-tions de motifs pair, 'est à dire d'approximations par valeurs inférieures.Nous avons déjà vu que les algorithmes liés à la pré-image étaient reliés aux séries de Farey, aussila setion suivante s'attahera à montrer que l'arbre de Stern-Broot est lui très lié à l'algorithmeDR_1995.2.3.2 Liens ave l'arbre de Stern-BrootL'arbre de Stern-Broot représente toutes les frations positives. Son lien ave l'algorithmeDR_1995 avait déjà été remarqué par Debled-Rennesson dans sa thèse [DR95℄. Plus préisément,les valeurs suessives des pentes lors de la reonnaissane d'un segment standard sont des noeudsde plus en plus profonds dans et arbre. Cei n'est pas le seul lien observé puisque Sivignon(voir [SDC03, Siv04, SDC04℄) utilise et arbre pour déterminer les aratéristiques minimales del'intersetion de deux droites disrètes.L'arbre de Stern-Broot est un arbre binaire que l'on peut onstruire par un proessus itératif.La façon la plus simple est de le dérire sous forme de liste. L'étape initiale onsiste à plaer leséléments 0
1 et 1

0 dans la liste, l'étape suivante onsiste alors à insérer toutes les frations médianesentre deux éléments de la liste. Pour la représentation en arbre le noeud initial est le noeud 1
1 , puisl'on ajoute itérativement un �ls gauhe et droit à haun des noeuds. Le premier noeud est le �lsgauhe de 1

1 et donne le noeud 1
2 , le deuxième est le �ls droit de 1

1 et donne le noeud 2
1 . On ajouteensuite un �ls gauhe et un �ls droit a haque noeud. La valeur du noeud ajouté est m+m′

n+n′ si ellese situe entre les noeuds m
n et m′

n′ . La onstrution de et arbre est illustré sur la Figure 2.3.2.Intéressons nous maintenant aux noeuds de l'arbre dont la valeur est entre zéro et l'unité exlue.Observons que haune de es valeurs est obtenue par un nombre �ni de déplaements suessifs àpartir du noeud 1
1 . Ces déplaements sont en fait de deux types :� L est un déplaement vers le �ls gauhe (L pour 'Left'),� R est un déplaement vers le �ls droit (R pour 'Right').Sur l'arbre même nous onsidérons deux types de noeuds :� les noeuds pairs : R0Lu1 . . . Lu2i−1Ru2i ,� les noeuds impair : R0Lu1 . . . Ru2iLu2i+1 .
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3Fig. 2.3.2 � Constrution de l'arbre de Stern-Broot sur les deux premières itérations.La valeur assoié à haque noeud de et arbre à un développement en fration ontinue partiulier,intéressons nous aux deux types de noeuds présentés :� noeuds pairs : [0, u1, . . . , u2i−1, u2i + 1],� noeuds impairs : [0, u1, . . . , u2i, u2i+1 + 1].Bien entendu les noeuds pairs ont sont de omplexités paires et les noeuds impairs sont deomplexités impaires. Lorsque l'on desend dans l'arbre la omplexité du noeud �ls hange si ledéplaement pour l'atteindre di�ère du dernier utilisé pour atteindre son père. Ainsi si l'on onsidèrele noeud 1

2 dont omplexité est égale à un, le type du dernier déplaement pour l'atteindre est un
L. Son �ls gauhe est le noeud 1

3 et est de même omplexité. Le �ls droit du noeud 1
2 est obtenu parles déplaements suessifs R0L1R1, il est don de omplexité deux. Nous pouvons ainsi lassi�erles noeuds de l'arbre de Stern-Broot par la omplexité de la valeur des noeuds. Cette lassi�ationest partiellement représentée sur la Figure 2.3.3.
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Fig. 2.3.3 � Représentation partielle de l'arbre de Stern-Broot et des omplexités des noeudsassoiés. Les noeuds de omplexité un sont 1
1 , 1

2 , 1
3 , 1

4 , 1
5 , eux de omplexité deux sont 2

3 , 3
4 , 4

5 ,
2
5 , 3

7 , 2
7 , eux de omplexité trois sont 3

5 , 4
7 , 3

8 , 5
7 et elui de omplexité quatre est 5

8 .Considérons maintenant les noeuds de l'arbre de Stern-Broot omme les pentes possibles des



64 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrètesegments standards dans le premier otant, seuls les noeuds dont la valeur est entre zéro et l'uniténous intéressent. Tous es noeuds sont dérivés (à part le noeud de valeur zéro) à partir du noeud
1
1 ave un déplaement de type L en premier. Cei implique bien que le premier oe�ient partiel
u0 de toutes es frations vaille zéro.Observons alors maintenant l'évolution de la pente d'un segment standard pendant l'évolutionde l'algorithme DR_1995 et observons les déplaements e�etués sur l'arbre de Stern-Broot,omme illustré sur la Figure 2.3.4.
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Fig. 2.3.4 � Évolution de la pente d'un segment standard sur l'arbre de Stern-Broot. Les valeurssuessives de la pente sont 1
2 , 3

5 et 5
8 . Les hangements de pente sont délenhés par l'ajout depoints supérieurs faiblement extérieurs. Les pentes alors obtenues sont de omplexité un, trois etquatre.Puisque les noeuds de l'arbre de Stern-Broot on des développements remarquables en frationontinue, les résultats de la Proposition 2.2.2 peuvent être réinterprétés en tant que déplaementssur et arbre. On explique ainsi l'évolution de la pente d'un segment standard en observant lesdéplaements possibles, la Figure 2.3.5 sert d'illustration à e proédé. Nous observons alors quele nombre des déplaements suessifs dépend bien du nombre de motifs et de motifs-renversésrespetivement notés δ et δ′.À partir de la Figure 2.3.5 nous remarquons que les �ls gauhes sont toujours atteints lorsquel'on ajoute un point inférieur faiblement extérieur à droite (resp. un point supérieur faiblementextérieur à gauhe) et e quelle que soit la parité de la pente. Naturellement un omportementsymétrique est observé pour les �ls droits. En�n nous terminons en illustrant sur la Figure 2.3.6les évolutions possibles sur l'arbre de Stern-Broot pour le noeud 1

2 .Les di�érents résultats expliqués ii nous permettrons d'obtenir ertaines relations géométriquessur des lasses partiulières de segments standards. La prohaine setion s'attahera à introduireles di�érentes lasses de segments remarquables sur une ourbe disrète.



2.4. Classes de segments disrets 65après ajout à gauhe avant après ajout à droite
Lδ′−1

R

R

R

Rδ−1

L

[0, u1, . . . , u2i, δ′]

R0Lu1 . . . Ru2i Lδ′−1

[0, u1, . . . , u2i − 1, 1, δ]

R0Lu1 . . . Ru2i−1L1Rδ−1

Rδ′−1

R

R

R

Lδ−1[0, u1, . . . , u2i]

R0Lu1 . . . Ru2i−1

U′

L′

R

U′

L′

[0, u1, . . . , u2i − 1, 1, δ′]

R0Lu1 . . . Ru2i−1L1Rδ′−1

[0, u1, . . . , u2i, δ]

R0Lu1 . . . Ru2i Lδ−1

L

L

U′

L′ L′

U′

[0, u1, . . . , u2i+1]

R0Lu1 . . . L
u2i+1−1 Lδ−1

L

R

[0, u1, . . . , u2i+1 − 1, 1, δ]

Rδ′−1

L

L

[0, u1, . . . , u2i+1, δ′]

Rδ−1

L

L

[0, u1, . . . , u2i+1, δ]

Lδ′−1

L

R

[0, u1, . . . , u2i+1 − 1, 1, δ′]

R0Lu1 . . . L
u2i+1−1

R1Lδ−1

R0Lu1 . . . L
u2i+1 Rδ−1

R0Lu1 . . . L
u2i+1−1

R1Lδ′−1

R0Lu1 . . . L
u2i+1Rδ−1

Fig. 2.3.5 � Interprétation sur l'arbre de Stern-Broot, en termes de déplaements dans les noeuds,de l'évolution de la pente d'un segment standard par l'algorithme DR_1995. Le shéma séparele as où la pente est paire (en haut) et impaire (en bas). Le point U ′ (resp. L′) est un pointsupérieur (resp. inférieur) faiblement extérieur ajouté à gauhe du segment (olonne de gauhe) ouà sa droite (olonne de droite).
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Fig. 2.3.6 � Pentes pouvant être atteintes lorsque l'on ajoute un point faiblement extérieur aumotif de pente 1
2 . Les erles représentent les noeuds de omplexité paire et les arrés en pointillésreprésentent les noeuds de omplexité impaire. L′

l et U ′
l (resp. L′

r et U ′
r) représentent des pointsinférieurs et supérieurs faiblement extérieurs ajoutés à gauhe (resp. à droite). Les symboles δ et

δ′ désignent respetivement le nombre de motifs et de motifs-renversés. Ainsi �L′
r ∧ δ′ = 1" signi�eque l'on a ajouté un point inférieur faiblement extérieur à droite d'un segment standard de pente

1
2 ontenant un motif-renversé.2.4 Classes de segments disretsCette setion a pour but de présenter les di�érentes lasses de segments disrets que l'on peutonstruire sur une ourbe disrète. Une ourbe disrète est ii le bord d'un objet disret bien-omposé, 'est-à-dire un hemin fermé 4-onnexe dans (Z + 1

2 )2. Le bord est omposé de N points



66 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrètedisrets.La dé�nition des lasses de segments disrets est apparue grâe à la reherhe d'un équivalentdisret à la notion de tangente à une ourbe. Cei peut être vu omme une appliation possiblepour les segments disrets en plus de la polygonalisation de ourbe. On trouve ainsi dès 1993 hezTroesh [Tro93℄ l'idée d'utiliser le segment disret le plus long parfaitement entré sur un pointomme représentant de la tangente. Vialard travaille sur une dé�nition similaire en 1996 [Via96℄ eten 1999, Feshet et Tougne [FT99℄ proposent un algorithme pour aélérer le alul des tangentesbasé sur le retrait des points.2.4.1 Dé�nitions et reonnaissaneA�n de formaliser les di�érentes lasses existantes, nous ommençons par dé�nir les fontionsqui à un point assoient le point le plus loin (vers la gauhe ou la droite) tel que le 4-hemin entrees deux points soit un segment standard.Dé�nition 2.4.1On note F la fontion qui à tout point Ci assoie le point Cj tel que S(i, j) et ¬S(i, j + 1). Demême on note B la fontion qui à tout point Ci assoie le point Ck tel que S(k, i) et ¬S(k − 1, i).Lorsque ela ne posera pas d'ambiguïté, nous onfondrons un point du ontour Ck ave sonindie k. Énonçons quelques propriétés élémentaire pour les segments disrets et les fontions F et
B :Proposition 2.4.2(i) ∀i ≤ i′ ≤ j′ ≤ j, S(i, j)⇒ S(i′, j′) ;(ii) F et B sont loalement roissantes ;(iii) F ◦B ◦ F = F et B ◦ F ◦B = B.Ave es notations, l'algorithme de Debled-Rennesson [DRR95℄ qui segmente une ourbe enmoreaux de segment standard repère les segments suivants : Ci,F (i), CF (i),F 2(i), CF 2(i),F 3(i), . . .,
CF M(i)(i),i.L'inonvénient de ette méthode est de ne pas obtenir d'uniité pour la déomposition de laourbe puisque elle-i dépend du point de départ hoisi. Une première solution est de onsidérerles segments les plus longs à partir d'un point, 'est à dire les segments maximaux :Dé�nition 2.4.3Tout ensemble de points Ci,j est appelé un segment maximal (MS)20 si et seulement si l'une desaratérisations équivalentes suivante est satisfaite :(1) S(i, j) et ¬S(i, j + 1) et ¬S(i− 1, j),(2) B(j) = i et F (i) = j,(3) ∃k, i = B(k) et j = F (B(k)),(4) ∃k′, i = B(F (k′)) et j = F (k′).Cette lasse de segments à été présentée par Feshet et. al., Lahaud et. al. et Debled et.al. ([FT03, LVdV05, RDDR04℄). Ces segments assurent que le déomposition de la ourbe ensegments maximaux est unique. Toutefois es segments se reouvrent partiellement. En e�et toutpoint appartient à au moins un segment maximal et l'ensemble de tous les segments maximauxouvre ainsi le ontour disret. Cette notion a été proposée par Feshet et Tougne sous le nomde ouverture tangentielle [FT99℄. Nous en proposons une illustration sur la Figure 2.4.1 pour lessegments maximaux.La première propriété géométrique à laquelle on peut s'intéresser onerne la longueur disrèted'un segment maximal que l'on note L1 (MS) où L1 (·) est la longueur assoié à la norme 120Debled-Rennesson et Reiter-Doerksen les appellent aussi segments fondamentaux dans [RDDR04℄.
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Fig. 2.4.1 � Couverture tangentielle d'un ontour disret. Chaque segment maximal est représentépar sa boîte retangulaire englobante. Gauhe : la forme disrète est un disque de rayon 14 pourun pas de grille valant 1. Droite : la forme disrète est une ��eur� présentant de fortes variationsde ourbure et de nombreux points d'in�exion.de Minkowski. Si l'on onsidère MS omme un ensemble de points, on obtient L1 (MS) + 1 =
Card (MS).La dé�nition des segments maximaux à l'aide des fontions F et B nous permet de remarquerque :Lemme 2.4.4Soit un segment maximal onstitué d'un seul motif renversé et soient L1 et L2 ses deux pointsd'appui inférieurs (gauhe et droite respetivement). Le premier et dernier point de e segmentmaximal sont notés m et n respetivement. On a alors :

F (m) = F (L1) = n et B(n) = B(L2) = mPreuve:La pente de e segment maximal est dé�nie par le veteur L1L2, ainsi tout sous-ensemble 4-onnexede e segment ontenant CL1,L2 est enore de même pente. Don Cm,n et CL1,n on la même penteindiquant ainsi que F (m) = F (L1) = n. De même Cm,L2 et Cm,n sont aussi de même penteindiquant que B(n) = B(L2) = m. �Il suit que tous les points entre m et L1 ont même image par F et que tous eux entre L2 et nont même image par B.On peut aussi s'intéresser aux segments maximaux traversant un point, notion que l'on formalisesous l'appellation de faiseau. Introduisons tout d'abord les notations MS pour la séquene dessegments maximaux, MSi désigne alors le ième segment maximal de MS et MSi = Cmi,ni
ave

F (Cmi
) = Cni

et B(Cni
) = Cmi

.Dé�nition 2.4.5On appelle faiseau de segments maximaux en un point Ck, l'ensemble des segments maximauxsuivant :
P(k) = {MSi | Ck ∈MSi}Une première propriété est que P(k) n'est jamais vide et e quel que soit k. Cependant on peutse demander si le ardinal de P(k) est borné. On observe expérimentalement que le ardinal moyen



68 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrètedes faiseaux à une ourbe lisse (erle, ellipse) est borné. Cependant Feshet dans [FT05℄ exhibeune façon de onstruire une ourbe telle que pour un n donné on puisse trouver un point dontle ardinal du faiseau de e point soit égal à n. Notons ependant que dans le as moyen l'on aune relation immédiate entre la somme des ardinaux des faiseaux et la somme des longueurs dessegments maximaux :Lemme 2.4.6Soit C le outour disret, et L1 (·) la norme 1 de Minkowski, la relation suivante est satisfaite :
∑

Ck∈C

|P(k)| =
∑

MSi∈MS

(
L1 (MSi) + 1

)Preuve:Pour tout segment maximal, L1 (MSi) ompte le nombre de ode de Freeman le onstituant, lenombre de points de MSi vaut don sa norme plus un. Deuxièmement, il su�t d'observer que unsegment maximal est omptabilisé dans le ardinal du faiseau de haun des points le onstituant.
� Il existe d'autres lasses remarquables de segments disrets, plus ou moins liées aux segmentsmaximaux. Ces di�érentes dé�nitions furent motivées par la reherhe d'un représentant de latangente à une ourbe disrète ; on ne sera don pas étonné de voir les noms données à es lassesde segments.Dé�nition 2.4.7Les segments standards suivants sont dé�nis sur tout point Ck de la ourbe disrète C.� Le segment standard Ck−l,k+l ave S(k− l, k+ l) et ¬S(k− l−1, k+ l+1) est appelé tangentesymétrique (ST) au point Ck [LV03℄.� Le segment maximal ayant les indies les plus grands et qui ontient la tangente symétriqueau point Ck est appelé la tangente de Feshet-Tougne (FTT) au point Ck [FT99℄.� La tangente étendue (ET) au point Ck inlut la tangente symétrique Ck−l,k+l mais peut êtreétendue dans les deux as suivants :(i) si S(k − l, k + l + 1) ∧ ¬S(k − l − 1, k + l) alors elle s'étend vers la droite en segmentmaximal Ck−l,F (k−l),(ii) si S(k − l − 1, k + l) ∧ ¬S(k − l, k + l + 1) alors elle s'étend vers la gauhe en segmentmaximal CB(k+l),k+l [BV99℄.� La demi-tangente droite au point Ck est le segment standard Ck,F (k) et la demi-tangentegauhe au point Ck est le segment standard CB(k),k. La demi-tangente mediane (HT) aupoint Ck est la médiane arithmétique des pentes des deux demi-tangentes.Nous verrons par la suite omment l'on peut dériver des estimateurs de tangente ([FT03, LVdV05℄)et de ourbure ([Coe02℄) à partir de es lasses de segments. Tout d'abord expliitons les aspetsalulatoires. Les premiers aluls de toute une lasse de segments disrets en temps linéaire surun ontour disret sont attribués à Feshet et Tougne (leur algorithme est détaillé dans [FT99℄).La lasse onsidérée était la tangente de Feshet-Tougne (FTT) et était alulée sur une ourbe8-onnexe en temps linéaire. Leur algorithme se base sur l'adaptation 8-onnexe de l'algorithmeDR_1995 , notamment sur les opérations en temps ontant pour l'ajout et le retrait des points.La même hose peut être obtenue pour toute la lasse des segments maximaux. Étant donné unsegment maximal Mk = Cmk,nk

, le segment maximal suivant peut être dé�ni omme
CB(nk+1),F (B(nk+1)). Ce segment ontient le point Cnk+1 et est obtenu à partir de Mk ave unminimum d'opérations élémentaires21. L'algorithme présenté sur la Table 2.4.1 se propose de al-uler le suesseur d'un segment maximal.21Il s'agit ii d'ajout et de retrait de point, opération e�etuées en temps onstant.



2.4. Classes de segments disrets 69Calule_segment_maximal_suivant (C, Mk = Cmk,nk
)

premier← mk + 1 // retrait de Cpremier (O(1) Théorème 2.2.3)
dernier← nk + 1Tant que ¬S(premier, dernier)

first← premier+ 1 // retrait de Cpremier (O(1) Théorème 2.2.3)Tant que S(premier, last)
last← dernier+ 1 // ajout de Cdernier (O(1) Théorème 2.2.3)revoie Mk+1 = Cpremier,dernier−1Tab. 2.4.1 � Algorithme pour aluler le suesseur d'un segment maximal à partir d'un segmentmaximal.Le prinipe de et algorithme onsiste à retirer les points à l'extrémité gauhe du segment Mkjusqu'à e que l'on puisse étendre le segment à l'autre extrémité. Les aratéristiques des segmentsintermédiaires doivent bien sûr être mises à jour à haque fois que l'on retire ou ajoute un point.Un orollaire immédiat est que l'ensemble des segments maximaux pour un ontour fermédisret se alule en temps linéaire par rapport au nombre de points sur le ontour. En e�et haquepoint du ontour est ajouté une fois à un segment et retiré une fois.La sous-setion suivante s'attahera à dérire plus en profondeur les segments maximaux, no-tamment sur les propriétés arithmétiques des points les qui les délimitent.2.4.2 Propriétés remarquables des segments maximauxLa lasse des segments maximaux à un ontour disret est déterminée de façon unique, maisles reouvrements peuvent parfois être des inonvénients.22 Certains de es reouvrements sontremarquables, notamment elui entre deux segments maximaux onséutifs :Dé�nition 2.4.8On appelle partie ommune de deux segments maximaux onséutifs, notés Ci,F (i) et CB(j),j ave

F (B(j)) = j et B(F (i)) = i, le segment standard Ci,j .De même que pour les segments maximaux, nous noterons CP la séquene des segments stan-dards dé�nissant les parties ommunes de deux segments maximaux onséutifs et CPi sera lai-ème partie ommune de CP . Ajoutons que l'on a autant de parties ommunes que de segmentsmaximaux sur un ontour disret fermé.Par dé�nition ette partie ommune ne peut être étendue à gauhe et à droite, sinon les seg-ments maximaux attenants seraient plus grands. Ainsi il est naturel de se demander si l'on peutaratériser les points délimitant la partie ommune. Le lemme suivant donne une première réponsequi est illustré sur la Figure 2.4.2 :Lemme 2.4.9Si Ci,j est la partie ommune de deux segments maximaux onséutifs, alors les points i − 1 et
j + 1 sont tous deux supérieurs faiblement extérieurs ou tous deux inférieurs faiblement extérieursà Ci,j .Preuve:Tout d'abord observons que S(i, j) et S(i− 1, j) implique que i− 1 peut être ajouté à gauhe dusegment standard Ci,j . Puisque Ci,F (i) est le segment maximal suivant CB(j),j , nous avons F (i) > jet le prédiat S(i, j + 1) est vrai. Le segment Ci,j+1 ne peut être étendu à gauhe, sinon la partieommune ontiendrait au moins Ci−1,j+1, ainsi le prédiat ¬S(i−1, j +1) est vrai. Autrement dit,le segment Ci,j peut être étendu à gauhe alors que le segment Ci,j+1 ne peut pas. En onséquene22Par exemple du point de vue de la polygonalisation.



70 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèteleur pentes doivent être di�érentes. D'après l'algorithme DR_1995, nous onluons que j + 1 estun point faiblement extérieur pour le segment Ci,j pour induire un hangement de pente. Le mêmeraisonnement est aussi vrai pour i−1, il est lui aussi un point faiblement extérieur pour le segment
Ci,j .Montrons maintenant par ontradition que i− 1 et j + 1 sont des points tous deux supérieursfaiblement extérieurs ou tous deux inférieurs faiblement extérieurs.Supposons que i − 1 soit supérieur faiblement extérieur et que j + 1 soit inférieur faiblementextérieur. Supposons que le segment Ci,j soit onstitué de δ motifs et de δ′ motifs-renversés. Pardé�nition, δ et δ′ di�èrent au plus de un. Cependant, étant donnés les types des points i−1 et j+1,l'égalité δ = δ′ à lieu. En utilisant la Proposition 2.2.2, on observe alors que les segments Ci−1,jet Ci,j+1 ont alors la même pente (et e quelle que soit la parité de la pente du segment Ci,j).De plus l'algorithme DR_1995 permet d'a�rmer que es segments, en plus d'avoir la mêmepente, partagent aussi les points d'appui Ll et Ur, ils ont don les mêmes aratéristiques (a, b, µ).Ces deux assertions impliquent bien que Ci−1,j+1 est un segment standard, e qui ontredit notrehypothèse sur la partie ommune.Le as symétrique suit le même raisonnement et aboutit aussi à une ontradition sur la partieommune, e qui termine la preuve. �
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2.4. Classes de segments disrets 71(ii) Ci,j est la partie ommune de deux segments maximaux onséutifs CB(j),j et Ci,F (i).Preuve:
(ii)⇒ (i) :Tout d'abord les deux segments maximaux onséutifs Cm,j et Ci,n ave m < i < j < n admettent
Ci,j pour partie ommune. Montrons maintenant que ¬S(i − 1, j + 1). D'après le Lemme 2.4.9,
i− 1 et j + 1 sont tous deux inférieurs ou supérieurs faiblement extérieurs :� dans le premier as, j +1 est un point de reste relatif23 trop grand pour être ajouté à Ci−1,j .� dans le deuxième as son reste relatif est trop petit pour être ajouté à Ci−1,j .En onséquene, le prédiat ¬S(i− 1, j + 1) est véri�é.
(i)⇒ (ii) :Réiproquement si il existe i et j tels que S(i, j) et ¬S(i − 1, j + 1) il suit que CB(j),j et Ci,F (i)sont des segments maximaux. Montrons maintenant qu'ils sont aussi onséutifs par ontradition.Supposons qu'il existe un segment maximal Cm,n entre CB(j),j et Ci,F (i). Ses indies véri�entalors : B(j) < m < i < j < n < F (i) sinon il serait stritement inlus dans CB(j),j ou Ci,F (i).Observons alors maintenant que la Proposition 2.4.2 onlut puisque l'on aurait S(m, n) =⇒
S(i− 1, j + 1) e qui donne une ontradition. �Une première remarque est que ette aratérisation est très prohe de elle de la tangentesymétrique. En revanhe les parties ommunes peuvent avoir un nombre pair de points e quimontre que l'ensemble des tangentes symétriques ne ontient pas l'ensemble des parties ommunes.D'autre part on peut failement obtenir des relations de longueur entre les segments maximaux etleur partie ommune.Proposition 2.4.11La somme des longueurs des tous les segments maximaux est égal à la somme des longueurs desparties ommunes entre deux segments maximaux onséutifs plus le nombre de points sur la ourbe.Preuve:On onsidère que le ontour est onstitué de N points disrets et ontient M segments maximaux.Les points du ontour sont indexés de façon roissante à partir du point le plus à gauhe du segmentmaximal hoisi omme étant le premier de MS omme illustré sur la �gure Figure 2.4.3.
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m1Fig. 2.4.3 � Position et index des segments maximaux sur un ontour C en fontion de l'indie despoints. Ii le premier point du premier segment maximal est le point d'index zéro.En onsidérant les indies sur la ourbe, la longueur totale des segments maximaux est expriméeomme :
∑

L1 (MSi) =
M−k∑

i=1

ni −mi +
M∑

i=M−k+1

ni −mi + N23Pour le segment standard Ci−1,j .



72 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrèteEt ette somme peut être érite en :
(

M−k−1∑

i=1

ni −mi+1

)

+ nM−k −mM−k+1 +

(
M−1∑

i=M−k+1

ni + N −mi

)

+ mN −m1 + NEn�n nous obtenons : ∑

L1 (MSi) =
∑

L1 (CPi) + N

�La longueur entre deux segments maximaux onséutifs notés MSi et MSi+1 est dé�nie ommela norme L1 (·) du veteur reliant leurs extrémités gauhes, 'est à dire L1 (mimi+1).Proposition 2.4.12La somme des distanes L1 (·) entre les points les plus à gauhe de deux segments maximauxonséutifs est égale au nombre de points du ontour disret.Preuve:Les segments maximaux ouvrent la ourbe disrète. Les indies des points sont hoisis de la façonsuivante, m1 < m2 < . . . < mM < N . De plus le prédiat S(mi, mi+1) est véri�é pour tout
1 ≤ i ≤M . Nous obtenons :

M∑

i=1

L1
(
Cmi,mi+1

)
=

(
M−1∑

i=1

mi+1 −mi

)

+ m1 + N −mM = N

�De la même façon l'on obtient failement :Proposition 2.4.13La somme des longueurs entre les points les plus à droite des segments maximaux onséutifs estégal au nombre de points de la ourbe disrète.L'on peut enore obtenir des bornes supérieures et inférieures sur la di�érene des pentes entredeux segments maximaux onséutifs et e en fontion des paramètres de la partie ommune :Théorème 2.4.14Soit Ci,j un segment standard de pente pn

qn
ontenant δ motifs et δ′ motifs-renversés. Si Ci,j estla partie ommune de deux segments maximaux onséutifs, qui sont Ci,F (i) et CB(j),j , alors leurspentes sont telles que : Les points Ci−1 et Cj+1 sont tout deux (Lemme 2.4.9)inférieurs faiblement extérieur supérieurs faiblement extérieurpente minimale pente maximale pente minimale pente maximale

Ci,j a unepente paire Ci,F (i)
δ′p2i−p2i−1

δ′q2i−q2i−1

(δ′+2)p2i−p2i−1

(δ′+2)q2i−q2i−1

(δ+1)p2i+p2i−1

(δ+1)q2i+q2i−1

(δ−1)p2i+p2i−1

(δ−1)q2i+q2i−1

CB(j),j
(δ′+1)p2i+p2i−1

(δ′+1)q2i+q2i−1

(δ′−1)p2i+p2i−1

(δ′−1)q2i+q2i−1

δp2i−p2i−1

δq2i−q2i−1

(δ+2)p2i−p2i−1

(δ+2)q2i−q2i−1

Ci,j a unepente impaire Ci,F (i)
(δ′+1)p2i+1+p2i

(δ′+1)q2i+1+q2i

(δ′−1)p2i+1+p2i

(δ′−1)q2i+1+q2i

δp2i+1−p2i

δq2i+1−q2i

(δ+2)p2i+1−p2i

(δ+2)q2i+1−q2i

CB(j),j
δ′p2i+1−p2i

δ′q2i+1−q2i

(δ′+2)p2i+1−p2i

(δ′+2)q2i+1−q2i

(δ+1)p2i+1+p2i

(δ+1)q2i+1+q2i

(δ−1)p2i+1+p2i

(δ−1)q2i+1+q2iPreuve:Nous démontrons ii un seul as, les autres étant obtenus de façon similaire à partir de la Propo-sition 2.2.2. La preuve suivante est dans le as où Ci,j a une pente paire et où les points Ci−1 and
Cj+1 sont tous deux inférieurs faiblement extérieurs.Commençons par borner les pentes obtenues en étendant Ci,j à gauhe et à droite :



2.5. Conlusion du hapitre 73� Puisque j + 1 est un point inférieur faiblement extérieur, Ci,j+1 est de pente zr
2i+2 =

[0, u1, . . . , u2i − 1, 1, δ′] (en vertu de la Proposition 2.2.2). Les ajouts à droite de Ci,j+1peuvent entraîner des modi�ations dans la pente de Ci,j+1 et il n'est pas possible de prévoirdiretement la pente de Ci,F (i). Cependant la pente du segment maximal Ci,F (i) peut s'érire
zr(ǫr) = [0, u1, . . . , u2i − 1, 1, δ′ + ǫR] ave ǫr ∈] − 1, 1]. En e�et ei revient juste à ne pasdévelopper l'ériture de la fration ontinue de la pente de Ci,F (i) au-delà de la profondeur
2i + 2. Les Eq. (2.1.2) et Eq. (2.1.3) sont enore valables si les oe�ients partiels sont desréels, nous pouvons don érire :

zr(ǫr) =
(δ′ + ǫR + 1)p2i − p2i−1

(δ′ + ǫR + 1)q2i − q2i−1
.Il su�t alors de prendre les valeurs limites de ǫ pour obtenir :

δ′p2i − p2i−1

δ′q2i − q2i−1
< zr(ǫr) ≤

(δ′ + 2)p2i − p2i−1

(δ′ + 2)q2i − q2i−1� Appliquons exatement le même raisonnement que préédemment pour l'extension à gauhede la partie ommune, il vient alors :zl
2i+2 = [0, u1, . . . , u2i, δ

′] et zl(ǫl) = [0, u1, . . . , u2i, δ
′+ǫl]ave ǫl ∈]− 1, 1]. Les bornes obtenues sont :

(δ′ + 1)p2i + p2i−1

(δ′ + 1)q2i + q2i−1
≤ zl(ǫl) <

(δ′ − 1)p2i + p2i−1

(δ′ − 1)q2i + q2i−1
.

�Bien que es majorations soient issues du premier ajout, il faut remarquer que les bornessont atteintes dans ertains as. On observe surtout que la longueur de la partie ommune joueun r�le prédominant pour la pente des segments maximaux onséutifs. De plus en utilisant lethéorème préédent (Théorème 2.4.14), on peut borner la di�érene des pentes entre deux segmentsmaximaux onséutifs en fontion des paramètres de la partie ommune. Dans le as où la partieommune à une pente paire et où ses points limites sont tous deux inférieurs faiblement extérieurset en reprenant les notations de la preuve du Théorème 2.4.14, la di�érene de pentes entre deuxsegments maximaux onséutifs s'exprime omme |∆z| = |zl(ǫl) − zr(ǫr)|, soit en prenant les aslimites :
2δ′ + 3

(δ′2 + 3δ′ + 2)q2
2i + q2iq2i−1 − q2

2i−1

< |∆z| < 2δ′ − 1

(δ′2 − δ′)q2
2i + q2iq2i−1 − q2

2i−1

.De façon amusante, l'on peut aussi obtenir une inégalité plus large, exprimée seulement ave ledénominateur de la pente de la partie ommune et le nombre de motifs et de motifs-renversés :
2δ′ + 3

(δ′2 + 3δ′ + 3)q2
2i

< |∆z| < 2δ′ − 1

(δ′2 − δ′)q2
2i + 1

2q2i + 1
2

. (2.4.1)Cette formule fait apparaître l'importane des paramètres dérivant la partie ommune. Nousremarquons ainsi que le omportement moyen des δ, δ′ et qn détermine la di�érene moyenne despentes des segments maximaux.2.5 Conlusion du hapitreNous avons vu les aspets algorithmiques pour la reonnaissane et l'extration des aratéris-tiques des parties linéaires �nies ainsi que ertaines de leur propriétés. Nous avons pu onstaterque la vision ombinatoire s'est révélée être un outil puissant pour séparer les segments disrets en



74 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrètefontion de la parité de leur pentes et pouvoir ainsi mieux les dérire, les manipuler et obtenir desaratérisations géométriques sur es derniers. Les liens présentés entre l'arbre de Stern-Broot etl'algorithme DR_1995 laissent présager que des études plus poussées sur les paramètres p,q,δ et
δ′ des segments disrets nous permettraient de mieux omprendre la géométrie des formes disrètes.En�n les algorithmes que nous avons présentés pour leur reonnaissanes sont optimaux en tempset mémoire et bien qu'il existe d'autres approhes pour répondre au problème de la reonnaissanedes segments disrets, leurs oûts sont au moins identiques.
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76 Chapitre 2. Parties linéaires à une ourbe disrète



Chapitre 3Parties linéaires sur les disrétisés deformes lisses et onvexes.
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78 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Ce hapitre est dédié à l'étude des parties linéaires �nies sur les disrétisés de formes lisseset onvexes. Plus préisément nous obtiendrons les ordres de grandeurs de ertaines quantitésonernant les segments maximaux en fontion du pas de la grille et e lorsque le pas de la grilletend vers zéro. Ces quantités seront la somme de leurs longueurs, leur nombre et leur longueurmoyenne. Ces résultats seront obtenus d'une part à l'aide d'un théorème de Balog et Báránypublié en 1991 [BB91℄ et d'autre part grâe à l'étude très préise du lien entre les arêtes d'unpolygone onvexe disret et les segments maximaux. Cette étude nous permettra d'obtenir denombreux résultats sur les relations entre un segment maximal et ses arêtes attenantes. En�n nousprésenterons des pistes de ré�exions sur les paramètres dérivant les segments maximaux et lesarêtes.Les setions seront ordonnées omme suit :� La setion 1 étudiera les relations entre les segments disrets et les ourbes onvexes. Unepartie des es résultats à été publiée dans [LVdV05, LdV06, LVdV06℄.� La setion 2 s'attahera à démontrer les liens existant entre les segments maximaux et l'en-veloppe onvexe. Loalement es liens profonds s'expriment par des relations de longueur etl'énumération des on�gurations possibles des segments maximaux. Globalement on obtientdes relations sur les sommes des longueurs et le nombre de segments maximaux par rapportaux arêtes des PCD. Ces travaux ont été publiés dans [dVLF05, FdVF07℄.� La setion 3 dérivera les résultats de la setion préédente en asymptotique à l'aide duthéorème préité de Balog et Bárány. Les publiations [dVLF05, FdVF07℄ ontiennent unepartie de ette étude.� La setion 4 présentera une étude asymptotique expérimentale sur les paramètres utiliséspour dérire les segments maximaux et eux des arêtes de l'enveloppe onvexe. Ces pistes dereherhe sont évoquées dans [LdV06℄.3.1 Segments disrets et ourbes onvexesAvant de pouvoir étudier les relations entre l'enveloppe onvexe et les segments maximaux, ilonvient d'étudier préisément les on�gurations possibles pour les segments maximaux sur desourbes onvexes disrètes. Nous verrons que la ontrainte de la onvexité entraîne des propriétéstrès intéressantes pour la loalisation des points de la forme réelle ainsi que des propriétés sur lesrestes des points limites des segments maximaux.3.1.1 Convexité disrète et on�guration loaleCette sous setion a pour but de rappeler ertaines propriétés reliant les segments maximaux etla onvexité disrète. De plus nous étudierons l'impat de ette ontrainte pour ertaines quantitésgéométriques loales à un segment maximal.Dé�nition 3.1.1Soit un ontour disret C 4-onnexe orienté dans le sens trigonométrique. Le ontour C est loale-ment onvexe (resp. onave) au point Ck si et seulement si les angles1 (θi) des segments maximauxordonnés2 du faiseau de P(k) forment une séquene roissante (resp. déroissante) modulo 2π.Il existe en fait un lien plus fort entre la onvexité disrète et la monotonie des pentes dessegments maximaux, puisque es deux notions sont en fait équivalentes selon le Théorème 4.1 de[RDDR04℄. Cei implique qu'une ourbe disrète onvexe est loalement onvexe en tout point.Nous foaliserons maintenant sur ertaines on�gurations loales et ertaines quantités géo-métriques loales à un segment maximal sur le bord d'une forme onvexe. Nous ommençons parétudier ertaines propriétés pour les restes des points situés aux extrémités d'un segment maximal.1Les angles sont ramenés sur l'intervalle ] − π, π[ relativement au premier angle mesuré.2Par rapport à leur indies.
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B

B′

U ′
1

A

E′

S

Z
Z ′

Fig. 3.1.1 � Cet exemple ne peut pas être la disrétisation d'une forme loalement onvexe S. Lapente dé�nie par U ′
1 et E′ est inférieure à elle dé�nie par U ′

1 et B′, E′ étant dans le omplémentairede S. Les aratéristiques (a, b) de la droite standard Z sont (5, 7).Lemme 3.1.2Soit C un ontour disret étant la disrétisation d'une forme onvexe S. Soit M = Ci,j un segmentmaximal de C. Les aratéristiques de la droite standard Z supportant M sont notées (a, b, µ).Les valeurs des restes relatifs rZ(P ) = ax − by − µ aux deux points juste à l'extérieur de M ,
A ≡ Ci−1 et B ≡ Cj+1, sont de même signe, positif si la ourbe est onvexe et orientée dans le sensanti-trigonométrique. De plus es valeurs sont soit stritement inférieures à −1, soit stritementsupérieures à |a|+ |b|.Preuve:Nous supposons ii que le repère est tel que le segment maximal M est dans le premier otant, i.e.
0 < a ≤ b et que les points disrets en-dessous de M appartiennent à S et que les points au dessusde M appartiennent à son omplémentaire S.Puisque B n'étend pas Ci,j , son reste relativement à Z est néessairement stritement pluspetit que −1 ou stritement plus grand que |a|+ |b|. Supposons don que rZ(B) ≤ −2, et notonspar Z ′ le translaté de Z par le veteur (1

2 ,− 1
2 ). Le translaté de B est noté B′ ≡ B + (1

2 ,− 1
2 ). Sonreste est tel que rZ′(B′) = rZ(B) ≤ −2. Appelons U ′

1 le point d'appui supérieur de Z ′ image partranslation du point d'appui supérieur de M d'absisse minimale et entrons l'origine du repèresur e point. Ces notations sont illustrées sur la Figure 3.1.1.D'après la Proposition 1 de [DRR95℄, le système :
ax− by = −1, yB′x− xB′y ≥ 0, 0 < x < xB′a au moins une solution (x, y) dans le plan disret. Il existe don un point E′ = (xE′ , yE′) de S,tel que yB′−yU′

1

xB′−xU′
1

≥ yE′

xE′
(puisque U ′

1 = (0, 0)). Cei implique que la pente dé�nie par les deux points
U ′

1 et B′ est plus grande que elle dé�nie par les deux points U ′
1 et E′. De plus les trois points U ′

1,
E′ et B′ ont des absisses roissantes. Le point E′ est ainsi en dessous de la droite passant par
U ′

1 et B′. Le bord de S passe au dessus de U ′
1 (dans S), en dessous de E′ (dans S) et au dessusde B′ (dans S). La on�guration des pentes entre es trois points est don ontraditoire ave laonvexité de S. L'hypothèse sur rZ(B) est par onséquent fausse et la valeur de rZ(B) est dans eas stritement supérieure à |a|+ |b|. On utilise le même argument à l'autre extrémité du segmentmaximal M pour prouver que rZ(A) > |a|+ |b|. � �La on�guration de es points est en fait importante si l'on onsidère les rayons des erlesséparant les pixels intérieurs et extérieurs.Lemme 3.1.3Soit C le bord d'un objet disret image de la disrétisation d'une forme onvexe S. Soit M = Ci,j un



80 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.
A′′

B′′
B

A

U

U ′

Z ′ Z

SFig. 3.1.2 � Disrétisation d'une forme loalement onvexe S. Tout erle séparant l'intérieur del'extérieur a un rayon �ni majoré par le rayon du erle ironsrit à A′′, U ′ et B′′.segment maximal de C. Tout erle séparant les points disrets intérieurs et extérieurs du hemin
Ci−1,j+1 a un rayon �ni.Preuve:Nous noterons Z la droite standard supportant M et (a, b, µ) ses aratéristiques. Nous supposonsii que le segment M est situé dans le premier otant , i.e. 0 < a ≤ b. Selon le Lemme 3.1.2, nousonsidérons le as où la valeur du reste relatif rZ(P ) = ax − by − µ aux deux points A ≡ Ci−1et B ≡ Cj+1 est stritement plus grande que a + b. Nous ne détaillerons pas l'autre as qui estsimilaire.Prenons les notation suivantes : U est un point d'appui supérieur de M , Z ′ le translaté de Zpar le veteur (1

2 ,− 1
2 ) et Z ′′ le translaté de Z par le veteur (− 1

2 , 1
2 ). En�n soient : U ′ le point

U + (1
2 ,− 1

2 ), A′′ le point A + (− 1
2 , 1

2 ) et B′′ le point B + (− 1
2 , 1

2 ). L'ensemble de es notationssont regroupées sur la Figure 3.1.2. Les propriétés suivantes sont satisfaites : A′′ ∈ S et rZ′ (A′′) =
rZ(A + (−1, 1)) = rZ(A)− a− b ≥ 1, B′′ ∈ S et rZ′(B′′) = rZ(B +(−1, +1)) = rZ(B)− a− b ≥ 1,
U ′ ∈ S et rZ′(U ′) = 0.Les points A′′, U ′ et B′′ ne sont pas olinéaires puisque A′′ et B′′ sont stritement inférieursaux points de la droite d'appui supérieure de Z ′ passant par U ′. Ils sont ordonnés par absissesroissantes sur Z ′. Tout erle séparant les points intérieurs et extérieurs de Ci−1,j+1 a ainsi unrayon plus petit que elui du erle ironsrit à A′′, U ′ et B′′ puisque il doit passer en dessous de
A′′ et B′′ et au-dessus de U ′. �Les résultats préédents impliquent une borne inférieure sur la ourbure loale d'une formeonvexe ontenant un segment maximal :Lemme 3.1.4Soit C le bord du disrétisé d'une forme onvexe et M = Ci,j un segment maximal de C. Touteourbe lisse (C2) dont la disrétisation ontient la séquene des points Ci−1,j+1 a loalement unmaximum de ourbure plus grand que 1

r où r est le rayon du erle séparant de rayon maximal.Preuve:Ce résultat vient diretement du Lemme 3.1.3 et du fait que la ourbe qui traverse trois points nonolinéaires donnés et qui minimise l'extremum de ourbure est le erle ironsrit. �L'étude de on�gurations loales sous l'hypothèse de la onvexité a déjà apporté des propriétéssur la ourbure de la forme, montrons ii que ette hypothèse permet aussi d'obtenir une ontrainteforte sur la position des points du bord de la forme.Rappelons que si S est une forme onvexe dont la disrétisation de Gauss est 4-onnexe, alorsette disrétisation forme un polygone onvexe disret (PCD). Considérons alors une arête sur ePCD dont l'orientation appartienne à ]0, π
4 [ pour une orientation dans le sens anti-trigonométrique.Les extrémités de ette arête sont des sommets du PCD, notés V1 et V2 sur la Figure 3.1.3.Soit P le point disret le plus prohe de l'arête en dehors de la disrétisation de S. En fait P est le



3.1. Segments disrets et ourbes onvexes 81translaté par (−1, 1) de n'importe quel point d'appui inférieur du segment standard CV1,V2 (noté
L sur la Figure 3.1.3). Soit un point sur le bord de la forme réelle et d'absisse xP , l'ordonnée dee point est borné par elle de l'arête pour l'absisse xP et par elle de P d'après l'hypothèse deonvexité sur S. Une illustration est proposée sur la Figure 3.1.3.

P

L

V2

V1une arête du PCDFig. 3.1.3 � Une arête onstituée d'un seul motif de pente 2
7 sur une partie d'un polygone onvexedisret. Le point P est le point le plus prohe de l'arête [V1, V2].Nous hoisissons V1 pour origine du repère. Calulons la distane vertiale ǫP entre P et l'arêteà l'absisse de P .Si l'on suppose que la pente de ette arête est de omplexité paire, i.e. z2n = p2n

q2n
, alors lesoordonnées de P sont P = (q2n−1, p2n−1), en vertu de Eq. (2.1.1).

ǫP = p2n−1 −
p2n

q2n
q2n−1 =

1

q2nSi la pente est de omplexité impaire nous obtenons alors P = (q2n+1 − q2n, p2n+1 − p2n), equi amène :
ǫP = p2n+1 − p2n −

p2n+1

q2n+1
(q2n+1 − q2n) =

1

q2n+1Ces ontraintes peuvent failement être étendues sur toute l'arête. Soit P ′ l'intersetion entreles droites (V1, P ) et la droite vertiale d'absisse xV2 . Si un point de S était au dessus du segmenteulidien [P, P ′] alors P serait à l'intérieur de la disrétisation de Gauss de S par l'hypothèse deonvexité. En onséquene, les points de S sont ontraints omme illustré sur la Figure 3.1.4.
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

L

P

V1

V2

P ′

P ′′

Fig. 3.1.4 � Deux ontraintes loales exprimées sur l'arête d'un PCD pour la forme réelle onvexesous-jaente. Le bord de la forme sous-jaente se trouve néessairement entre les parties pleines.Paramétrons le bord de la forme sous jaente par (x, f(x)) pour exprimer nos ontraintes :



82 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Pente de omplexité paire
∀x ∈ [xV1 , xP ] xp2n

q2n
≤ f(x) ≤ p2n−p2n−1

q2n−q2n−1
x + 1

q2n−q2n−1

∀x ∈ [xP , xV2 ] xp2n

q2n
≤ f(x) ≤ xp2n−1

q2n−1Pente de omplexité impaire
∀x ∈ [xV1 , xP ] xp2n+1

q2n+1
≤ f(x) ≤ p2n

q2n
x + 1

q2n

∀x ∈ [xP , xV2 ] xp2n+1

q2n+1
≤ f(x) ≤ xp2n+1−p2n

q2n+1−q2nEn onséquene nous pouvons énoner la proposition suivante :Proposition 3.1.5Soit S une forme onvexe telle que DigGh(S) est un PCD Γ passé une ertaine résolution h.Considérons une arête [ViVi+1] de Γ de pente pn

qn
dans le premier otant. Alors tout point sur lebord ∂S au dessus du segment eulidien [ViVi+1] est à une distane vertiale inférieure à h

qn−1
dee segment.La proposition préédente sert en fait de base à la preuve de onvergene d'un estimateur deposition qui sera dérit au hapitre suivant. D'autre part nous voyons que les ontraintes géomé-triques reliant la forme eulidienne sous-jaente et son disrétisé s'expriment à l'aide des paramètresintroduits pour dérire les parties linéaires. Nous reviendrons sur l'étude de es paramètres à la �nde e hapitre. Avant ela nous étudierons plus en détail les relations entre les segments maximauxet les arêtes des polygones onvexes disrets.3.1.2 Segments sur polygones onvexes disretsNous savons que la onvexité disrète entretient des relations très prohes ave les parties li-néaires, notamment les segments maximaux. L'objet de ette sous setion est d'étudier les di�érentstypes de segments maximaux que l'on peut renontrer sur un PCD a�n de mieux pouvoir ara-tériser les relations entre les arêtes d'un PCD et les segments maximaux. Nous ommenerons parrappeler qu'une arête disrète est le hemin disret sur le bord de la forme disrète entre les deuxsommets de l'arête onsidérée.Proposition 3.1.6Toute arête disrète d'un PCD est un motif ou la répétition du même motif. Autrement dit, lesdeux sommets d'une arête sont des points d'appui supérieurs de l'arête disrète.Preuve:Les points entre deux sommets onséutifs sur la ourbe disrète sont toujours en dessous dusegment eulidien reliant les deux sommets. Selon Kim (voir [E.K82℄), CVi,Vi+1 est un segmentdisret. Ainsi la droite passant par Vi et Vi+1 est la droite d'appui supérieure de CVi,Vi+1 les deuxsommets sont des points d'appui supérieurs. �Les arêtes disrètes sont des motifs et leurs sommets sont des points d'appui supérieurs. Ainsi lessommets sont des points d'appui supérieurs mais jamais des points d'appui inférieurs des segmentsmaximaux. Puisqu'une arête disrète est un segment standard, nous obtenons le lemme suivant :Lemme 3.1.7Un segment maximal ne peut pas être stritement inlus dans une arête disrète.La onséquene de e lemme est que les positions des segments maximaux sur une forme onvexene sont pas quelonques et il onvient de les étudier. En premier lieu il faut e�etuer une séparationsimple selon que le segment maximal a la même pente que l'une des arêtes qu'il ontient ou non.Dé�nition 3.1.8On appelle arête support, une arête disrète dont les deux sommets dé�nissent les points d'appuisupérieurs les plus à gauhe et à droite d'un segment maximal. La pente de l'arête donne alors lapente d'un segment maximal qui la ontient.



3.1. Segments disrets et ourbes onvexes 83Dé�nition 3.1.9On appelle segment supporté par une arête, un segment maximal dé�ni par son arête support.Cette dé�nition entraine diretement le lemme suivant, basé sur une observation simple :Lemme 3.1.10Une arête support dé�nit un et un seul segment maximal : il est le seul à ontenir ette arête età avoir la même pente. Si un segment maximal ontient deux points d'appui supérieurs ou plus,alors il existe une arête support reliant ses points d'appui supérieurs qui a la même pente.Ainsi d'après le lemme préédent tous les segments maximaux ontenant deux points d'appuisupérieurs ou plus sont forément liés à une arête support et la ontiennent entièrement. Cetensemble de segments maximaux sera noté segments en position ULU par la suite. La Figure 3.1.5illustre une arête support et le segment maximal assoié.

segment maximal supporté par l'arête
arête support

Fig. 3.1.5 � Une arête support et son segment maximal assoié. Les sommets de l'arête sontentourés par un erle en pointillé et les points d'appui du segment sont entourés par un arréen pointillé. Le segment maximal onsidéré admet trois points d'appui supérieurs et trois pointsd'appui inférieurs.Cependant il reste un sous ensemble des segments maximaux qui n'est pas traité : elui dessegments maximaux ayant exatement deux points d'appui inférieurs et un point d'appui supérieur.Cette lasse de segments maximaux sera notée segments maximaux en position LUL par la suite.Rajoutons que si un segment maximal ontient trois points d'appui inférieurs alors il ontient deuxpoints d'appui supérieurs et est lié à une arête support.Il nous reste à aratériser le type des segments maximaux n'étant pas de type ULU :Dé�nition 3.1.11On appelle segment supporté par un sommet, un segment maximal dont la pente est dé�nie seule-ment par ses deux points d'appui inférieurs. Un tel segment ontient un unique point d'appuisupérieur, qui est un sommet du PCD.Ces segments maximaux ontiennent en fait un seul motif-renversé. Notons en plus que leurpoint d'appui supérieur est aussi un sommet du PCD, omme illustré sur la Figure 3.1.6. Puisquel'on ne peut assoier qu'un seul segment maximal à une arête support il onvient de se demanderombien de segments maximaux supportés par un sommet l'on peut assoier à un sommet. Pourrépondre à ette question, observons d'abord que ertaines on�gurations ne sont pas possiblespour des segments maximaux de types LUL supportés par un même sommet :Lemme 3.1.12Soient deux segments maximaux distints supportés par un même sommet. On note le premier
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segment maximal supporté par un sommet
sommet support

Fig. 3.1.6 � Un segment maximal supporté par un sommet sur une portion d'un PCD. Le sommetsupport est entouré par un erle en pointillé et les points d'appui du segment maximal assoiésont entourés par un arré en pointillé.segment MS = Cb,f ave L1 et L2 ses points d'appui inférieurs et MS′ = Cb′,f ′ ave L′
1 et L′

2 sespoints d'appui inférieurs. L'ordre suivant sur les points d'appui inférieurs ne peut être satisfait :
L′

1 ≤ L1 < L2 ≤ L′
2Preuve:Si l'ordre des points d'appui dans l'inégalité préédente est respetée alors les extrémités de MSne peuvent être que dans quatre positions vis-à-vis de L′
1 et de L′

2. Montrons par ontraditionqu'auune de es positions n'est possible sous la ondition que l'inégalité préédente est vraie :� MS ne peut être inlus dans CL′

1,L′

2
puisque CL′

1,L′

2
est un segment standard.� Si MS s'étend des deux �tés de CL′

1,L′

2
alors l'inégalité préédente n'a pas lieu puisque MSet MS′ seraient identiques. D'où ontradition.� Considérons maintenant que MS a son premier point avant L′

1 et son dernier point avant
L′

2, nous obtenons aussi une ontradition puisque F (L1) = f (en vertu du Lemme 2.4.4) etque F (L1) ≥ L′
2 puisque CL1,L′

2
est un segment standard.� De même si le premier point de MS est après L′

1 et si son dernier point est après L′
2,alors B(L2) = b (en vertu du Lemme 2.4.4) et B(L2) ≤ L′

1 puisque CL′

1,L2
est un segmentstandard ; e qui est une ontradition.Cei onlut la preuve. �Nous étudierons le nombre de segments maximaux de type LUL supportés par un même sommetselon la parité de leurs pentes :Proposition 3.1.13Il y a au plus un segment supporté par un sommet de pente paire par sommet sur un PCD.Preuve:La preuve est faite par ontradition : nous supposerons qu'il existe deux segments maximauxdistints supportés par le même sommet de pente paire et montrerons une ontradition sur laposition de leurs points d'appui inférieurs. Soit MS le premier segment maximal de pente z2i ave

L1, L2 ses points d'appui inférieurs (gauhe et droit) et U2 son point d'appui supérieur. Notons
MS′ le deuxième segment maximal de pente z′2j ave L′

1, L′
2 ses points d'appui inférieurs et U2 sonpoint d'appui supérieur (ils partagent le même sommet qui est point d'appui supérieur). Le pointd'appui supérieur est noté U2 pour failiter les relations d'inlusions issues de la Proposition 2.3.2.Si L1 = L′

1, alors MS et MS′ sont identiques par aratérisation des segments maximaux(grâe au Lemme 2.4.4).



3.1. Segments disrets et ourbes onvexes 85Considérons don maintenant que L′
1 < L1, 'est-à-dire que le point d'appui inférieur de MS′est avant elui de MS sur le ontour disret. Il est lair que dans e as CL1,U2 4s CL′

1,U2
. Ainsi

CL′

1,U2
= l′CL1,U2 ave l′ un fateur gauhe strit de CL′

1,U2
. À partir de la Proposition 2.3.2, CL1,U2a E(z2i−1)

u2i−1 omme fateur droit. Nous pouvons don érire que CL′

1,U2
= l′lE(z2i−1)

u2i−1 ave
l un fateur gauhe strit de CL1,U2 , et que CL′

1,U2
ontient le motif E(z2i−1). Puisque CL′

1,U2
estun fateur droit du motif E(z′2j), E(z2i−1) est alors un fateur droit strit de E(z′2j).Don si z2i = [0, u1, . . . , u2i−1, u2i], en vertu de la Proposition 2.3.3 la pente z′2j a z2i−2 omme

2i− 2-ième onvergent ave u′
2i−1 ≥ u2i−1. D'où z′2j = [0, u1, . . . , u2i−2, u

′
2i−1, u

′
2i, . . . , u

′
2j]. Selonla Proposition 2.3.2 (en remplaçant U1L1 par U2L2 dans son énoné) nous obtenons L1 (U2L2) =

q2i−1 + p2i−1 = u2i−1(q2i−2 + p2i−2) + q2i−3 + p2i−3 et L1 (U2L
′
2) = q′2j−1 + p′2j−1.D'après la formulation de L1 (U2L

′
2
) et ave u′

2i−1 ≥ u2i−1, nous obtenons que L1 (U2L
′
2
) ≥

L1 (U2L2). En onséquene nous obtenons l'inégalité : L′
1 < L1 < U2 < L2 ≤ L′

2. Le Lemme 3.1.12permet alors d'obtenir une ontradition. Cei termine la preuve. �De façon symétrique, la même hose est vraie pour les segments supportés par un sommet depente impaire :Proposition 3.1.14Il y a au plus un segment supporté par un sommet de pente impaire par sommet sur un PCD.Ces dernières propriétés sont en fait très importantes et marquent une subtilité : puisque toutsegment disret peut être étendu en un segment maximal, toute arête est dans au moins un segmentmaximal. La réiproque est établie par la proposition suivante :Proposition 3.1.15Un segment maximal en position LUL sur un PCD ontient néessairement une arête. Si la om-plexité de la pente est paire alors ette arête est elle à gauhe du sommet. Si la omplexité de lapente est impaire alors ette arête est elle à droite du sommet.Preuve:Nous onsidérerons le as où la pente du segment maximal est de omplexité paire, égale à 2n. Leas impair est symétrique et ne sera pas détaillé ii.Le segment maximal en position LUL sera noté MS, son hemin 4-onnexe assoié sera noté
Cb,f , et soit U son unique point d'appui supérieur, qui est aussi un sommet du PCD. Sa pente z2n estdé�nie par le veteur L1L2, L1 et L2 étant les deux seuls points d'appuis inférieurs de MS, à gauheet à droite. Les points de e segment maximal sont ordonnés omme suit : b ≤ L1 < U < L2 ≤ f .Dans la suite nous observerons l'arête située à gauhe du point U , son 4-hemin assoié est CV,Uoù V est l'autre sommet de l'arête. Nous montrerons que ette arête est néessairement ontenuedans le segment maximal onsidéré. Pour e faire nous raisonnerons par ontradition en supposantque CL1,U est un fateur droit de CV,U . Nous énumérerons �nalement les situations où CV,U nemodi�e ni la pente, ni le type du segment MS autrement dit les seuls as pouvant être réalisés surun PCD.Notons la pente de l'arête CV,U par z′α, la valeur de α sera disutée par la suite. Par onstrution,nous savons que CL1,U 4s E(z2n−1)

u2n et que E(z2n−1)
u2n−1 4s CL1,U par la Proposition 2.3.2.Remarquons que E(z2n−1) 4s CV,U , qui implique que z2n−2 = z′2n−2 et u′

2n−1 ≥ u2n−1 par laProposition 2.3.3. Cei implique bien sûr que α ≥ 2n − 1. Nous ommenerons par montrer que
z2n−1 = z′2n−1.Supposons d'abord que u′

2n−1 > u2n−1 et onsidérons deux as en fontion de u2n − 1 :� Supposons que u2n − 1 vaille un :Nous alulerons la position d'un point partiulier selon deux méthodes di�érentes pourarriver à une ontradition. La première par un déplaement sur le segment maximal et ladeuxième par un déplaement sur l'arête.



86 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Le point L1 est atteint après (u2n−1 + 1)(q2n−2 + p2n−2) + q2n−3 + p2n−3 pas sur le ontourvers la gauhe à partir de U puisqu'en vertu de la Proposition 2.3.2 :
L1U = (u2n − 1)

︸ ︷︷ ︸

1

(q2n−1, p2n−1)
︸ ︷︷ ︸

u2n−1(q2n−2,p2n−2)+(q2n−3,p2n−3)

+(q2n−2, p2n−2) + (−1, 1)Cependant si l'on onsidère l'arête CV,U , et que u′
2n−1 > u2n−1, nous avons E(z′2n−1) 4s

E(z′α) et E(z′2n−1) = E(z2n−2)
u′

2n−1−u2n−1E(z2n−2)
u2n−1E(z2n−3). Don en nous déplaçantde (u2n−1 + 1)(q2n−2 + p2n−2) + q2n−3 + p2n−3 pas vers la gauhe sur le su�xe du motpréédent nous obtiendrions :

L1U = (u2n−1 + 1)(q2n−2, p2n−2) + (q2n−3, p2n−3)La onséquene direte étant que nous aurions deux positions di�érentes pour le point L1,e qui est une ontradition évidente.� Supposons que u2n − 1 soit plus grand que un :L'arête disrète CV,U admet alors au moins deux motifs E(z2n−1) en fateur droit, e quipermet d'observer que :
E(z′2n−1) = E(z2n−2)

u′

2n−1−u2n−1

︸ ︷︷ ︸

4sE(z2n−1)

E(z2n−2)
u2n−1E(z2n−3)

︸ ︷︷ ︸

E(z2n−1)Et l'on obtient alors E(z2n−2) 4s E(z2n−1), e as là n'est pas réalisable puisque le reste dupoint de oordonnées (−q2n−2,−p2n−2) pour la droite standard Dp2n−1,q2n−1,0 vaut −1.Il est don lair que u′
2n−1 = u2n−1 et que par onséquent z′2n−1 = z2n−1. Supposons maintenantque CL1,U 4s CV,U et montrons que nous aboutissons à une ontradition dans tous les as et epour toutes les valeurs de α :1) Supposons dans un premier temps que α vaille 2n−1 et rappelons que l'arête CV,U ontientau moins u2n−1 motifs E(z2n−1) en fateur droit. Si elle en ontient exatement u2n−1 alorselle est inluse dans MS e qui ontredit notre hypothèse. Considérons don maintenant quees motifs soient au nombre de m et que m soit stritement supérieur à u2n − 1 :� Si m = u2n, l'ériture de E(z2n) = E(z2n−2)E(z2n−1)

u2n et la Propriété 2.3.2 indiquentque le point d'appui inférieur L1 se trouve à l'intérieur du premier motif E(z2n−1) en lisantde gauhe à droite, l'arête CV,U serait alors inluse dans MS ave b ≤ V < L1.� Si m ≥ u2n+1 alors la pente deMS serait égale à [0, u1, . . . , u2n−1, m]. En e�et, le hemin 4-onnexe E([0, u1, . . . , u2n−1, m]) est égal à E(z2n−2)E(z2n−1)
m et là enore le point d'appuiinférieur de e motif est dans le premier motif E(z2n−1). L'ériture du motif renversé demême pente serait un fateur droit de CV,L2 et MS serait de pente [0, u1, . . . , u2n−1, m] entant que segment standard le plus long vers la gauhe en partant de L2. Cei soulève biensûr une ontradition.2) Considérons maintenant que α soit égal à 2n, E(z′2n) = E(z2n−2)E(z2n−1)

u′

2n ave u′
2n ≥

u2n − 1.� Si u′
2n = u2n − 1, on obtient deux positions di�érentes pour L1.� Si u′
2n = u2n, alors V devient un point d'appui supérieur pour MS, e qui lève uneontradition, puisque l'arête CV,U serait un motif de pente z2n.� Si u′
2n > u2n, alors MS serait de pente [0, u1, . . . , u2n−1, u

′
2n] ave V qui serait un pointd'appui supérieur pour MS, e qui lève aussi une ontradition puisque la pente de MShangerait.Bien sûr si l'arête CV,U n'est faite que de répétitions de motifs E(z′2n), les remarques préé-dentes restent vraies.3) Envisageons maintenant que α = 2n + 1 et remarquons que :

E(z′2n+1) = E(z′2n)u′

2n+1−1 E(z2n−2)E(z2n−1)
u′

2n

︸ ︷︷ ︸

E(z′

2n)

E(z2n−1)



3.2. Segments maximaux et PCD 87On observe tout de suite les u′
2n + 1 motifs E(z2n−1) en fateur droit qui impliquent :� un nouveau point d'appui supérieur si u′

2n = u2n − 1� un hangement de pente si u′
2n > u2n.Ii enore les répétitions du motif E(z′2n+1) ne hangent pas les ontraditions relevées pourles di�érentes valeurs de u′

2n.4) Considérons le as α > 2n + 1, il su�t de voir que E(z′2n+1) est un su�xe de E(z′α) et lesremarques de 3) onluent.Il n'est don pas possible que Cb,U soit inlus dans CV,U . Les as où l'arête CV,U n'induit pasde hangement de pente ou de nouveau point d'appui supérieur se réduisent aux as où CV,U estinluse dans MS :� α = 2n− 1 et CV,U = E(z2n−1)
u2n−1,� α = 2n− 1 et CV,U = E(z2n−1)
u2n .Cei ahève la preuve. �Cette dernière proposition permet don d'a�rmer que tout segment maximal ontient une arêtedu PCD. Nous pouvons même aller plus loin en identi�ant la pente des segments maximaux aveelle des arêtes qu'il ontiennent :Proposition 3.1.16Sur le bord d'un CDP, tout segment maximal dont la pente est notée pn

qn
, ontient une arête ayantla même pente ou une arête ayant son n− 1 onvergent omme pente.Preuve:Le as des segments maximaux en position ULU est diret, eux en position LUL est donné parla preuve de la Proposition 3.1.15. �Bien que nous ayons identi�é les types possibles des segments maximaux sur un PCD, nousne sommes pas en mesure d'expliquer les suessions des types des segments maximaux et leuraratérisations. Par exemple on sait onstruire un PCD onstitué uniquement de segments maxi-maux en position LUL mais on ne onnaît pas les propriétés ou une aratérisation de e type dePCD.3 De même pour les PCD onstitués uniquement de segments maximaux en position ULU .4Néanmoins nous pouvons établir des relations de nombre et de longueurs entre l'ensemble des seg-ments maximaux et l'ensemble des arêtes d'un PCD omme nous allons le montrer dans la setionsuivante.3.2 Segments maximaux et PCDCette setion a pour but d'établir des relations entre l'ensemble des arêtes et l'ensemble dessegments maximaux. Dans un premier temps nous montrerons les relations entre le nombre dees arêtes et le nombre des segments maximaux, puis dans un deuxième temps nous exhiberonsles relations loales de longueurs a�n de borner la somme des longueurs des segments maximaux.En�n, es relations établies, nous pourrons obtenir la longueur moyenne des segments maximaux,et e exprimée au moyen des paramètres dérivant les PCD. Notons que lorsque l'on parle ii delongueur, nous faisons ii référene à la longueur mesurée ave la norme �1� de Minkowski. Pourun segment disret sa norme vaut le nombre de point le onstituant moins un. De même la notionde périmètre n'est ii que le nombre de points onstituant le bord de la ourbe disrète.3Un arré de otés parallèles aux axes n'est onstitué que de segments maximaux en position LUL.4Le PCD représenté sur la Figure 3.2.2 est uniquement onstitué de segments maximaux en position ULU .



88 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.3.2.1 Relations ardinalesNous avons vu que tout segment maximal supporté par une arête est assoié à une arête duPCD et que à haque sommet du PCD l'on peut assoier au maximum deux segments maximauxen position LUL. Cei permet d'obtenir la borne supérieure suivante sur le nombre de segmentsmaximaux :Théorème 3.2.1Si Γ est un PCD, alors le nombre de segments maximaux sur ∆(Γ) est majoré par trois fois lenombre d'arêtes de Γ.Preuve:Considérons les quantités suivantes de segments maximaux :� nULU est le nombre de segments maximaux dont la pente est donnée par leurs points d'appuisupérieurs. Chaun d'eux est lié à une arête support.� npair
LUL est le nombre de segments maximaux de pente paire étant supporté par un sommet.� nimpair
LUL est le nombre de segments maximaux de pente impaire étant supporté par un sommet.Il est lair que l'équation suivante est satisfaite : nMS(Γ) = nULU + nimpair

LUL + npair
LUL. De plus, ennotant ne(Γ) le nombre d'arêtes du PCD, nous avons pour haque quantité :� nULU ≤ ne(Γ).� npair

LUL ≤ ne(Γ) en vertu de la Proposition 3.1.13.� nimpair
LUL ≤ ne(Γ) en vertu de la Proposition 3.1.14.En onséquene :

nMS ≤ 3ne(Γ).

�Maintenant que nous avons exhibé une borne supérieure il faut pouvoir exprimer la borne infé-rieure. Cette borne est liée à la omplexité des pentes des segments maximaux et plus généralementà la longueur m du �té du arré ontenant le PCD. Plus spéi�quement il faut pouvoir majorerle nombre d'arêtes ontenues dans un segment maximal en fontion de la profondeur de sa pente.Nous proéderons en trois temps :� Tout d'abord le Lemme 3.2.2 examinera sous quelles onditions un motif peut être étendupar des motifs de omplexité inférieure de façon à ne pas former un motif mais être reonnuomme segment standard.� Nous pourrons alors déterminer ombien d'arêtes (de motifs en fait) peuvent être absorbéespar un segment maximal, premièrement dans le as des segments de type ULU puis eux detype LUL, ei onstituera le Théorème 3.2.3.� En orollaire, nous maximiserons le nombre d'arêtes absorbées vis-à-vis de la profondeur dela pente et de la longueur du segment maximal. Cei onstituera le Corollaire 3.2.4.En ombinant es résultats nous pourrons dériver une borne inférieure pour le nombre desegments maximaux en fontion du nombre d'arêtes du PCD et du logarithme de la omplexitémaximale de ses arêtes exprimé à l'aide de la taille de la grille ontenant le PCD.Lemme 3.2.2On note Pn un motif de profondeur n dont le 4-hemin en ode de Freeman est E(zn), sa profondeurest soit paire (n = 2i) soit impaire (n = 2i+1). L'on peut onstruire des fateurs gauhes et droitsstrits (notés respetivement R et L) de Pn tels que :(i) RPn, PnL et RPnL soient des segments standards de pente zn,(ii) R et L soient des motifs ou des répétitions d'un même motif,(iii) RPn, PnL et RPnL ne soient pas des motifs,(iv) la pente de R soit plus grande que elle de Pn et la pente de Pn soit plus grande que ellede L,



3.2. Segments maximaux et PCD 89(v) la profondeur maximale de la pente de R et de L dépende de la parité de n :Profondeur de Pn profondeur maximale de R profondeur maximale de L
2i + 1 2i + 1 2i

2i 2i− 1 2ileurs 4-hemins érits en ode de Freeman soient tels que (r > 0, l > 0) :Codes de Freeman de Pn Codes de Freeman de R Codes de Freeman L

E(z2i+1) E(z2i)
u2i+1−rE(z2i−1) E(z2i)

u2i+1−l

E(z2i) E(z2i−1)
u2i−r E(z2i−2)E(z2i−1)

u2i−l(vi) La profondeur des fateurs obtenus en retirant R ou L à Pn dépende de la parité de n :Profondeur de Pn profondeur Pn r R profondeur de Pn r L
2i + 1 2i 2i + 1

2i 2i 2i− 1leurs 4-hemin érits en odes de Freeman soient tels que (r > 0, l > 0) :Codes de Freeman de Pn odes de Freeman de Pn r R odes de Freeman de Pn r L

E(z2i+1) E(z2i)
r E(z2i)

lE(z2i−1)
E(z2i) E(z2i−2)E(z2i−1)

r E(z2i−1)
lPreuve:Puisque R et L sont des fateurs droits et gauhes de Pn, leur 4-hemin érit en ode de Freemanest ompatible ave elui de E(zn), donnant la même droite de aratéristiques minimales pour

RPn, PnL et RPnL et don des segments standards de même pente zn. Cei onlut (i).Nous hoisissons R et L parmi les fateurs strits de E(zn) étant des motifs ou des répétitionsd'un même motif suivant la desription des Équations (2.1.6) et (2.1.5). Cei onlut (ii).Dérivons es fateurs en fontion de la parité de n :� Cas où n = 2i + 1 est impair :de l'Eq. (2.1.6) nous obtenons : R = E(z2i)
u2i+1−rE(z2i−1) et L = E(z2i)

u2i+1−l ave r >
0 et l > 0. Si R et L sont des motifs plus longs, ils ne sont plus des fateurs strits de
P2i+1. Notons que R est un motif de profondeur 2i + 1 et que L est la répétition du motif
E(z2i), de profondeur 2i. Cei onlut (v) pour le as impair. La pente de R vaut z′2i+1 =

[0, u1, . . . , u2i, u2i+1 − r] =
p′

2i+1

q′

2i+1
. De l'Eq. (2.1.2) et de l'Eq. (2.1.3) nous obtenons p2i+1

q2i+1
=

p′

2i+1+rp2i

q′

2i+1+rq2i
. Le signe de z′2i+1 − z2i+1 est elui de p′2i+1q2i − q′2i+1p2i, et est positif (voirl'Eq. (2.1.1)). Ainsi la pente de R est plus grande que elle P2i+1. Le même raisonnementappliqué à la di�érene z2i+1− z2i implique que la pente de P2i+1 est plus grande de elle de

L, et (iv) est satisfaite dans le as impair.� Cas où n = 2i est pair :de l'Eq. (2.1.5) nous obtenons : R = E(z2i−1)
u2i−r et L = E(z2i−2)E(z2i−1)

u2i−l. Si R et Lsont des motifs plus longs, ils ne sont plus fateurs strits de P2i. Il est lair que R a uneprofondeur égale à 2i − 1 et que elle de L vaut 2i. Cei onlut (v) dans le as pair. Lepente de L vaut z′2i = [0, u1, . . . , u2i−1, u2i− l] =
p′

2i

q′

2i
. De l'Eq. (2.1.2) et de l'Eq. (2.1.3) nousobtenons que p2i

q2i
=

p′

2i+lp2i−1

q′

2i+lq2i−1
. Le signe de la di�érene z2i−z′2i est elui de q′2ip2i−1−p′2iq2i−1,et est positif (voir Eq. (2.1.1)). Ainsi la pente de Pn est plus grande que elle de L. Le mêmeraisonnement sur z2i−1 − z2i implique que la pente de R est plus grande que elle de Pn et

(iv) est satisfaite dans le as pair.À partir des résultats préédents, de l'Eq. (2.1.5) et de l'Eq. (2.1.6) il est lair que RPn, PnLet RPnL ne sont pas des motifs, e qui onlut (iii).Si n est impair alors le fateur obtenu en soustrayant R à P2i+1 s'érit omme E(z2i)
r et enretirant L à P2i+1 nous obtenons E(z2i)

lE(z2i−1). Pour le as pair le fateur obtenu en retirant Rà P2i s'érit omme E(z2i−2)E(z2i−1)
r et en retirant L à P2i nous obtenons E(z2i−1)

l. Ainsi (vi)est satisfait. �



90 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Le Théorème 3.2.3 montre que le nombre maximal d'arêtes que peut ontenir un segmentmaximal dépend linéairement de la profondeur de sa pente.Théorème 3.2.3Les propositions suivantes sont satisfaites sur un PCD :1. Soit E une arête support dont la profondeur de la pente est n, n ≥ 2, alors le segmentmaximal assoié à E ontient au plus n arêtes du PCD de haque �té de E.2. Tout segment maximal supporté par un sommet dont la pente est de profondeur n ontientau plus 2n arêtes.Nous démontrerons ii la preuve onernant les segments maximaux supporté par une arête, ladeuxième preuve suit un raisonnement similaire et peut être onsultée dans [FdV05℄.Preuve:Les arêtes disrètes que nous onstruirons de part et d'autre de E seront notées omme suit :� (Ri)1≤i≤n à gauhe de E,� (Li)1≤i≤n à droite de E.Ces arêtes sont telles que Rn . . . Ri . . . R1EL1 . . . Lj . . . Ln soit un segment standard de pente
zn = a/b et ne ontienne pas d'autres points d'appui supérieurs que eux situés sur E. E peut êtrela répétition du motif E(zn).Premièrement notons que Rn . . . Ri . . . R1 (resp. L1 . . . Lj . . . Ln) doit être un fateur stritdroit (resp. gauhe) de E(zn) pour que Rn . . . Ri . . . R1E (resp. EL1 . . . Lj . . . Ln) soit un segmentstandard de même pente que E(zn).De plus Ri est un fateur strit droit de E(zn) privé du fateur droit Ri−1 . . . R1 et Li est unfateur strit gauhe E(zn) privé du fateur gauhe L1 . . . Li−1.La Proposition 3.1.6 indique que les arêtes d'un PCD sont des motifs ou des répétitions d'unmême motif. Par onséquent les arêtes (Ri)1≤i≤n et (Li)1≤i≤n sont néessairement des motifs oudes répétitions d'un même motif. Des Équations (2.1.6) et (2.1.5) deux arêtes onséutives ayantla même profondeur de pente ne peuvent former un fateur strit gauhe ou strit droit d'unmotif de même profondeur. Cei implique que les profondeurs de (Ri)1≤i≤n et de (Li)1≤i≤n sontdéroissantes. Ajoutons enore que pour satisfaire la onvexité disrète, la monotonie des pentesdoit être strite de Rn jusqu'à Ln, e qui implique que deux arêtes onséutives de même profondeurdoivent être de pentes di�érentes.Construisons maintenant les (Ri)1≤i≤n lorsque n est impair ; nous posons n = 2i + 1. DuLemme 3.2.2 (v), R1 a une profondeur égale à 2i+1 et R2 est un fateur droit strit de E(zn) privéde son fateur droit R1 qui est par le Lemme 3.2.2 (vi) un motif de profondeur 2i. En appliquantenore le Lemme 3.2.2(v) nous obtenons que R2 a une profondeur égale à 2i− 1. La déroissanedes omplexités nous permet de ne onsidérer que la partie droite de E(zn) r R1R2 qui est deprofondeur au plus 2i− 1, 'est-à-dire E(z2i−1)

r2 . Nous pouvons maintenant onstruire R3 et R4en utilisant le Lemme 3.2.2 sur E(z2i−1). En appliquant réursivement le même raisonnementnous obtenons les arêtes omme présenté sur la Table 3.2.1. Le Lemme 3.2.2(iv) implique aussi ladéroissane des pentes pour satisfaire la onvexité digitale.Les onstrutions pour les trois autres as sont données dans les Tables 3.2.1 et 3.2.2 et suiventle même raisonnement. Pour pouvoir obtenir une déomposition totale haque (uk)1≤n doit êtresupérieur ou égal à deux 2. Si ette ondition n'est pas remplie pour ertains k, alors les arêtesassoiées ('est-à-dire les fateurs ontenant uk−rj or uk−lj omme fateur de répétition de ertainsmotifs) ne sont pas dans la déomposition. La Figure 3.2.1 présente deux as de déompositionpour un segment maximal en position ULU . Cei onlut la preuve. �Le orollaire suivant est basé sur la preuve du Théorème 3.2.3 en prenant le pire as. Unrésultat similaire relié à la programmation linéaire ave des entiers peut être trouvé dans [She81℄.Ce résultat peut aussi être obtenu en onsidérant les droites standards omme l'intersetion dedeux polytopes de knapsak (voir [HL83℄).
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Fig. 3.2.1 � Deux exemples de onstrution où un segment maximal en position ULU absorbe leplus d'arêtes possible. Les points d'appui sont entourés par un arré en pointillé. On remarqueraque dans le as de la pente [0, 1, 1, 2] (�gure du bas) le segment maximal ne peut absorber que inqarêtes.Corollaire 3.2.4Le motif le plus ourt d'une arête support pour laquelle le segment maximal assoié peut ontenir
2n + 1 arêtes disrètes est E(zn) où zn est le n-ième onvergent de [0, 2, . . . , 2, . . .]. Si le PCD estontenu dans une grille de taille m×m, alors le nombre maximal d'arêtes disrètes inluses dansun segment maximal est majoré par :

2
log (2

√
2m)

log (1 +
√

2)Puisque la profondeur de l'arête donnant le as limite est majorée par :
n ≤ log (2

√
2m)

log (1 +
√

2)
− 1Preuve:Le Théorème 3.2.3 indique que les segments maximaux peuvent ontenir au maximum 2n+1 arêtes



92 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Tab. 3.2.1 � Construtions des (Ri)1≤i≤n et (Li)1≤i≤n pour n = 2i + 1.Fateurs Codes de Freeman Profondeur
R1 E(z2i)

u2i+1−r1E(z2i−1) 2i + 1
R2 E(z2i−1)

u2i−r2 2i− 1
R3 E(z2i−2)

u2i−1−r3E(z2i−3) 2i− 1
R4 E(z2i−3)

u2i−2−r4 2i− 3... ... ...
R2j E(z2i+1−2j)

u2i+2−2j−r2j 2i + 1− 2j
R2j+1 E(z2i−2j)

u2i+1−2j−r2j+1E(z2i−1−2j) 2i + 1− 2j... ... ...
R2i+1 0u1−r2i+11 1Fateur Codes de Freeman Profondeur

L1 E(z2i)
u2i+1−l1 2i

L2 E(z2i−2)E(z2i−1)
u2i−l2 2i

L3 E(z2i−2)
u2i−1−l3 2i− 2

L4 E(z2i−4)E(z2i−3)
u2i−2−l4 2i− 2... ... ...

L2j E(z2i−2j)E(z2i+1−2j)
u2i+2−2j−l2j 2i + 2− 2j

L2j+1 E(z2i−2j)
u2i+1−2j−l2j+1 2i− 2j... ... ...

L2i+1 0u1−l2i+1 0disrètes et que e as ne se produit que pour les segments maximaux en position ULU . Cherhonsmaintenant le motif le plus ourt possible pour l'arête support d'un tel segment. Pour obtenir ladéomposition omplète, si l'on note zn = [0, u1, . . . , un] la pente du motif de l'arête, alors pourtout 1 ≤ i ≤ n, il est néessaire que ui ≥ 2. La longueur de haque motif, L1 (E(zn)), peut êtrealulée en utilisant les Équations (2.1.2) et (2.1.3) et peut être exprimée omme une fontion de
u1, . . . , un. De plus l'on peut observer que ∂L1(E(zn))

∂ui
≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Cei implique que lemotif le plus ourt pour une arête support dont le segment maximal satisfait toute la déompositionest telle que pour tout 1 ≤ i ≤ n l'on ait ui = 2 et que u0 = 0. Cette déomposition est illustréesur la partie supérieure de la Figure 3.2.1pour l'ordre trois.D'un point de vue asymptotique, le nombre L = [0, 2, . . . , 2, . . .]5 est un nombre quadratique égalà −1+

√
2. On peut le aratériser par la suite réursive linéaire à deux termes Un = 2Un−1 +Un−2ave U0 = 0, U1 = 1 et ave zn = [0, 2, . . . , 2

︸ ︷︷ ︸

n fois ] = Un

Un+1
et limn→∞

Un

Un+1
= L.Cette suite s'exprime aussi omme Un =

√
2

4

(
(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n
) et l'on peut approher

Un par √
2

4 (1 +
√

2)n. En asymptotique on a d'ailleurs Un ≈
√

2
4 (1 +

√
2)n.Puisque zn est le n-ième onvergent de L, nous avons L1 (E(zn)) = Un + Un+1. Pour qu'unmotif d'une telle longueur rentre dans une grille de taille m×m , zn doit être tel que Un+1 ≤ m.Remarquons ii que ette inégalité est une ondition néessaire mais pas su�sante puisque l'onne onsidère pas la longueur des arêtes inluses dans le segment maximal supporté par l'arête depente zn. Observons ependant que si l'on onsidérait la longueur des arêtes inluses dans la grille,ela ne hangerait pas les ordres de grandeur mis en jeu.5Tout ses oe�ients partiels valent deux, sauf elui d'indie zéro.



3.2. Segments maximaux et PCD 93Tab. 3.2.2 � Construtions des (Ri)1≤i≤n et (Li)1≤i≤n pour n = 2i.Fateur Codes de Freeman Profondeur
R1 E(z2i−1)

u2i−r1 2i− 1
R2 E(z2i−2)

u2i−1−r2E(z2i−3) 2i− 1
R3 E(z2i−3)

u2i−2−r3 2i− 3
R4 E(z2i−4)

u2i−3−r4E(z2i−5) 2i− 3... ... ...
R2j E(z2i−2j)

u2i+1−2j−r2j E(z2i−1−2j) 2i + 1− 2j
R2j+1 E(z2i−1−2j)

u2i−2j−r2j+1 2i− 1− 2j... ... ...
R2i 0u1−r2i1 1Fateur Code de Freeman Profondeur
L1 E(z2i−2)E(z2i−1)

u2i−l1 2i

L2 E(z2i−2)
u2i−1−l2 2i− 2

L3 E(z2i−4)E(z2i−3)
u2i−2−l3 2i− 2

L4 E(z2i−4)
u2i−3−l4 2i− 4... ... ...

L2j E(z2i−2j)
u2i+1−2j−l2j 2i− 2j

L2j+1 E(z2i−2−2j)E(z2i−1−2j)
u2i−2j−l2j+1 2i− 2j... ... ...

L2i 0u1−l2i 0Par approximation nous obtenons ainsi la majoration de la profondeur de l'arête en fontionde la taille de la grille :
n ≤ log(2

√
2m)

log(1 +
√

2)
− 1,qui donne diretement une majoration du nombre d'arêtes inluses dans le segment maximal. �Il est don maintenant possible de minorer le nombre de segments maximaux en fontion dunombre d'arêtes du CDP et de taille de la grille dans laquelle il est ontenu.Théorème 3.2.5Le nombre de segments maximaux sur un CDP Γ, noté nMS(Γ) inlus dans une grille de taille

m×m est borné par :
ne(Γ)

K1 log m + K2
≤ nMS(Γ) ≤ 3ne(Γ)ave :

K1 =
2

log
(
1 +
√

2
) et K2 =

log 8(
√

2− 1)

log (1 +
√

2)Preuve:Nous savons que les segments maximaux ouvrent la ourbe disrète et qu'un segment maximal deprofondeur n ontient au plus 2n + 1 arêtes disrètes. Par onséquent il ne peut y avoir moins desegments maximaux que ne(Γ)/(2n + 1), omme l'illustre la Figure 3.2.2. Cette minoration donnele nombre exat de segments par passage à la limite. En e�et il su�t de refaire la onstrution dela Figure 3.2.2 en augmentant la profondeur de la pente des arêtes support. On obtiendrait ainsi 4



94 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.segments maximaux dont la pente serait de profondeur impaire valant n ; le PCD ontiendrait 8narêtes au total ; haun des segments maximaux en absorbant 2n + 1 soit un nombre minimal de
8n

2n+1 segment maximaux. Lorsque n tend vers l'in�ni ette quantité tend bien vers 4 par valeursinférieures.
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Fig. 3.2.2 � Polygone onvexe disret dont le bord admet 4 segments maximaux, haun ontenant7 arêtes disrètes. Le PCD admet 24 arêtes disrètes au total.L'utilisation du orollaire préédent donne :
n ≤ log(2

√
2m)

log(1 +
√

2)
− 1Que l'on ramène à l'inégalité :

ne(Γ) log(1 +
√

2)

2 logm + log 8(
√

2− 1)
≤ nMS(Γ)Le Théorème 3.2.1 donne la borne supérieure, que l'on omplète ave l'inégalité préédente :

ne(Γ)

K1 log m + K2
≤ nMS(Γ) ≤ 3ne(Γ).



3.2. Segments maximaux et PCD 95
�Maintenant que nous avons étudié les relations de nombres entre les arêtes et les segmentsmaximaux, il nous faut étudier les relations de longueurs entre es deux objets.3.2.2 Relations de longueursLes relations de longueurs que nous dériverons ii sont obtenues à partir de l'étude d'un desdeux types de segments maximaux et de ses on�gurations loales, nous ommenerons par le asle plus simple, elui des segments maximaux de type ULU :Proposition 3.2.6Soit CVk,Vk+1

une arête support de pente a
b onstituée de la répétition de f motifs (a, b) et soit MSle segment maximal assoié à ette arête (voir le Lemme 3.1.10). Leurs longueurs sont liées par lesinégalités :

L1([VkVk+1]) ≤ L1(MS) ≤ f + 2

f
L1([VkVk+1])− 2,

1

3
L1(MS) < L1([VkVk+1]) ≤ L1(MS) < 3L1([VkVk+1]).Preuve:Les sommets Vk et Vk+1 sont les points d'appui supérieurs aux extrémités de MS. Les points

Vk−(b, a), Vk+1+(b, a) sont des points d'appuis supérieurs de la droite de aratéristiques minimalesontenant CVk,Vk+1
et ne peuvent don appartenir ni au CDP, ni à MS. En onséquene, MS nepeut s'étendre au delà de son arête support de plus de |a|+ |b| − 1 points de haque oté. Ainsi :

L1(MS) ≤ L1([VkVk+1]) + 2(|a|+ |b| − 1)En utilisant L1([VkVk+1]) = (|a|+ |b|)f il vient :
L1([VkVk+1]) ≤ L1(MS)) ≤ f + 2

f
L1([VkVk+1])− 2Soit enore dans le pire as :

L1([VkVk+1]) ≤ L1(MS) < 3L1([VkVk+1])

�Les segments de types LUL entretiennent aussi des relations similaires ave les arêtes atte-nantes :Proposition 3.2.7Soit MS un segment maximal supporté par un sommet du PCD Vk. La longueur de e segmentmaximal est majorée par :
L1(MS) ≤ 4

(
L1([Vk−1Vk]) + L1([VkVk+1])

)Preuve:Soient L1, L2 les points d'appuis inférieurs gauhe et droit et on note6 U2 ≡ Vk le point d'appuisupérieur (voir Figure 2.1.3).Supposons que la pente de MS soit de profondeur impaire égale à 2i + 1. La Proposition 2.3.1implique que
L1(L1U2) = q2i + p2i6Pour failiter l'utilisation et les notations dans les propositions itées plus loin dans la preuve.



96 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Il y a lairement un fateur droit de CL1,U2 (i.e. CL1,Vk
) ontenu dans CVk−1,Vk

. Le motif E(z2i−1)
u2iest un fateur droit de CL1,U2 (selon la Proposition 2.3.1). Il est aussi fateur droit de CVk−1,Vk
,puisqu'il ne peut s'étendre plus loin que Vk−1 à gauhe sans dé�nir une arête disrète plus longue.Nous obtenons E(z2i−1)

u2i 4s CVk−1,Vk
et immédiatement :

L1(CVk−1,Vk
) ≥ u2iL1(E(z2i−1)) = u2i(q2i−1 + p2i−1)De l'Eq. (2.1.2) et de l'Eq. (2.1.3), nous obtenons : q2i +p2i = u2i(q2i−1 +p2i−1)+ q2i−2 +p2i−2et q2i−2 + p2i−2 ≤ q2i−1 + p2i−1. En onséquene :

L1(L1U2) = q2i + p2i ≤ (u2i + 1)(q2i−1 + p2i−1)En omparant ette quantité à la longueur de l'arête disrète CVk−1,Vk
, l'on obtient :

L1(L1U2) ≤ u2i + 1

u2i
L1([Vk−1Vk])La Proposition 2.3.1 ainsi que des arguments similaires sur l'arête CVk,Vk+1

amène :
L1(U2L2) ≤ u2i+1

u2i+1 − 1
L1([Vk−1Vk])Les pires as sont alors :

L1(L1U2) ≤ 2L1([Vk−1Vk])

L1(U2L2) ≤ 2L1([VkVk+1])Si MS a une pente de omplexité paire (disons 2i) l'on obtient une relation similaire qui reposesur la Proposition 2.3.2 :
L1(L1U2) ≤ u2i

u2i−1L1([Vk−1Vk]) ≤ 2L1([Vk−1Vk])

L1(U2L2) ≤ u2i−1+1
u2i−1

L1([VkVk+1]) ≤ 2L1([VkVk+1])Puisque MS a un seul point d'appui supérieur, MS ne peut d'étendre plus loin que :� L1(U2L2) sur la gauhe,� L1(L1U2) sur la droite.Ainsi, nous obtenons :
L1(MS) ≤ 4(L1([Vk−1Vk]) + L1([VkVk+1]))

�On peut obtenir une majoration en fontion d'une seule arête en utilisant le fait que les segmentsmaximaux en position LUL ontiennent néessairement une arête. Ces majorations dépendent dela parité de la pente, ainsi :Proposition 3.2.8Soit MS un segment maximal supporté par un sommet du PCD Vk. Si la pente de MS est pairela relation suivante est satisfaite :
L1([Vk−1Vk]) ≤ L1(MS) ≤ 6L1([Vk−1Vk])− 2,et la proposition symétrique pour le as impair :Proposition 3.2.9Soit MS un segment maximal supporté par un sommet du PCD Vk. Si la pente de MS est impairela relation suivante est satisfaite :
L1([VkVk+1]) ≤ L1(MS) ≤ 6L1([VkVk+1])− 2.



3.2. Segments maximaux et PCD 97Nous pouvons maintenant omparer la longueur totale des segments maximaux ave le périmètredu PCD.Proposition 3.2.10Soit Γ un PCD et nMS(Γ) le nombre segments maximaux sur ∆(Γ), alors :
nMS(Γ)
∑

i=1

L1 (MSi) ≤ 19Per(Γ)Preuve:Nous utiliserons les notations du Théorème 3.2.1 et par un léger abus de notations, nous déom-posons la somme des longueurs des segments maximaux omme :
∑

nMS

L1 (MSi) =
∑

nULU

L1 (MSULU ) +
∑

nimpair
LUL

L1
(

MSimpair
LUL

)

+
∑

npair
LUL

L1
(

MSpair
LUL

)

.La Proposition 3.2.6 nous permet de majorer∑nULU
L1 (MSULU ) :

∑

nULU

L1 (MSULU ) ≤ 3
∑

nULU

L1 ([VkVk+1]) ,L'inégalité nULU ≤ ne(Γ) et le fait que haque arête apparaisse au plus une fois nous permettentd'érire que :
∑

nULU

L1 ([VkVk+1]) ≤ Per(Γ).Cei entraîne alors que :
∑

nULU

L1 (MSULU ) ≤ 3Per(Γ).La Proposition 3.2.7 nous permet de réérire les quantités ∑

nimpair
LUL

L1
(

MSimpair
LUL

) et
∑

npair
LUL
L1
(

MSpair
LUL

) de la façon suivante :
∑

nimpair
LUL

L1
(

MSimpair
LUL

)

≤ 4
∑

nimpair
LUL

(
L1 ([Vk−1Vk]) + L1 ([VkVk+1])

)
,

∑

npair
LUL

L1
(

MSpair
LUL

)

≤ 4
∑

npair
LUL

(
L1 ([Vk−1Vk]) + L1 ([VkVk+1])

)
.Puisque nimpair

LUL ≤ ne(Γ) (voir Proposition 3.1.14), que npair
LUL ≤ ne(Γ) (voir Proposition 3.1.13)et que haque arête disrète apparaît au plus une fois dans haque somme, nous obtenons lesinégalités :

∑

nimpair
LUL

L1
(

MSimpair
LUL

)

≤ 4




∑

nimpair
LUL

L1 ([Vk−1Vk]) +
∑

nimpair
LUL

L1 ([VkVk+1])



 ≤ 8Per(Γ),

∑

npair
LUL

L1
(

MSpair
LUL

)

≤ 4




∑

npair
LUL

L1 ([Vk−1Vk]) +
∑

npair
LUL

L1 ([VkVk+1])



 ≤ 8Per(Γ).L'utilisation des inégalités préédentes permet de onlure que :
∑

nMS

L1 (MSi) ≤ 19Per(Γ).



98 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.
�Nous pouvons maintenant borner la longueur moyenne des segments maximaux sur les PCD :Théorème 3.2.11Soit Γ un PCD ontenu dans une grille de taille m×m, la relation suivante est satisfaite :

Per(Γ)

3ne(Γ)
≤
∑nMS(Γ)

i=1 L1 (MSi)

nMS(Γ)
≤ 19Per(Γ)(K1 log m + K2)

ne(Γ)

K1 et K2 sont les onstantes du Théorème 3.2.5.Preuve:Du Théorème 3.2.5 nous obtenons :
1

3ne(Γ)
≤ 1

nMS(Γ)
≤ K1 log m + K2

ne(Γ)et de la Proposition 3.2.10 :
nMS(Γ)
∑

i=1

L1 (MSi) ≤ 19Per(Γ)Puisque les segments maximaux ouvrent tout le bord du PCD, nous obtenons :
Per(Γ) ≤

nMS(Γ)
∑

i=1

L1 (MSi)Il est ainsi faile d'obtenir :
Per(Γ)

3ne(Γ)
≤
∑nMS(Γ)

i=1 L1 (MSi)

nMS(Γ)
≤ 19Per(Γ)(K1 log m + K2)

ne(Γ)

�Nous pouvons aussi exprimer d'autres quantités liées aux segments maximaux à l'aide desparamètres de l'enveloppe onvexe. Nous ommenerons par le nombre de segments maximauxontenus dans le faiseau d'un point :Proposition 3.2.12Sur un PCD noté Γ, la somme du ardinal de haque faiseau des points du bord du PCD estmajorée ainsi :
∑

Ck∈∆(Γ)

Card(P(k)) ≤ 19Per(Γ) + 3ne(Γ)Preuve:Il su�t d'utiliser le Lemme 2.4.6, le Théorème 3.2.1 et la Proposition 3.2.10. �Cei nous permet d'obtenir le nombre moyen d'éléments par faiseau :Proposition 3.2.13Sur un PCD noté Γ, le ardinal moyen des faiseaux est borné par :
1 ≤

∑

Ck∈∆(Γ) |P(k)|
|Per(Γ)| ≤ 22



3.3. Comportement en asymptotique 99Preuve:Il su�t d'utiliser la Proposition 3.2.12, puis de majorer ne(Γ) par Per(Γ). Il est évidemmentsupérieur à un puisque tout point est dans un segment maximal. �Il est important de noter qu'il s'agit ii d'une onstante. En�n nous pouvons dériver des résultatssur la longueur des parties ommunes et leur longueur moyenne :Proposition 3.2.14Sur un PCD noté Γ, la somme des longueurs des parties ommunes s'érit :
∑

PCi∈PC

L1 (PCi) ≤ 18Per(Γ)Preuve:L'utilisation direte de la Proposition 2.4.11 et de la Proposition 3.2.10 su�sent à démontrer lerésultat. �Là enore, nous pouvons donner le as moyen en remarquant qu'il y a autant de parties om-munes que de segments maximaux :Proposition 3.2.15Sur un PCD noté Γ, la longueur moyenne des parties ommunes s'érit :
∑

PCi∈PC L1 (PCi)

nPC(Γ)
≤ 18Per(Γ)(K1 log m + K2)

ne(Γ)Preuve:Du Théorème 3.2.5 nous obtenons :
1

3ne(Γ)
≤ 1

nMS(Γ)
≤ K1 log m + K2

ne(Γ)Le nombre de parties ommunes est égal au nombre de segments maximaux et la Proposition 3.2.14onlut. �Maintenant que nous avons obtenu des formules utilisant les paramètres dérivant les PCD,nous allons pouvoir étendre nos résultats en asymptotique grâe à un théorème reliant les formeslisses et onvexes à leurs disrétisés.3.3 Comportement en asymptotiqueNous avons expliité ertaines des relations loales entres les segments maximaux et les arêtessur un polygone onvexe et nous proposons dans ette setion de généraliser es résultats auxdisrétisés de formes �nies onvexes lisses. Pour e faire nous utiliserons un théorème liant uneforme onvexe lisse et l'enveloppe onvexe de son disrétisé :Théorème 3.3.1 (Balog et Bárány [BB91℄, Théorème 2)Soit S une forme onvexe de bord C3 à ourbure positive, et 1
h · S son homothétie de rapport 1

h ,alors :
c1(S)

(
1

h

) 2
3

≤ Nombre de sommets de Conv

(

Z2 ∩ 1

h
· S
)

≤ c2(S)

(
1

h

) 2
3Les onstantes c1(S) et c2(S) dépendent des bornes inférieures et supérieures de la ourbure le longdu bord de S.



100 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.En remarquant que Z2 ∩ 1
h · S et (hZ× hZ)∩ S sont égaux à une homothétie prés, le théorèmepréédent se reformule pour le disrétisé de pas h. Ajoutons que si S est une forme plane onvexede bord C3 et à ourbure positive partout alors DigGh (S) est un PCD pour des h su�sammentpetits. Or le théorème initial de Balog et Bárány exprime le nombre d'arêtes de l'enveloppe onvexede DigG1

(
1
h · S

). D'après les remarques préédentes, DigGh (S) est un PCD : il est don égal audisrétisé de son enveloppe onvexe. On peut ainsi reformuler le théorème préédent de la façonsuivante, plus adaptée à nos notations :Théorème 3.3.2 (Adapté de Balog, Bárány [BB91℄)Si S ∈ F3
c, alors il existe hS tel que pour tout 0 < h < hS, DigGh (S) est un PCD véri�ant :

c1(S)

(
1

h

) 2
3

≤ ne(DigGh (S)) ≤ c2(S)

(
1

h

) 2
3Les onstantes c1(S) et c2(S) dépendent des bornes inférieures et supérieures de la ourbure le longdu bord de S.Une première remarque sur e théorème est que dans le as d'un disque c1 et c2 sont desonstantes absolues. Dans les énonés suivants nous onsidérerons toujours une forme S ∈ F3

c , dis-rétisée à des résolutions où le Théorème 3.3.2 s'applique. Commençons par érire le Théorème 3.2.1à l'aide du théorème préédent :Théorème 3.3.3Nous pouvons enadrer l'ordre de grandeur du nombre des segments maximaux en fontion du pasde disrétisation de la façon suivante :
Θ





(
1
h

) 2
3

log 1
h



 ≤ nMS (DigGh (S)) ≤ Θ

((
1

h

) 2
3

)Preuve:Il su�t d'utiliser le Théorème 3.2.1 en remplaçant ne(Γ) par son ordre de grandeur en fontion de
h et en onsidérant que m = 1

h , es substitutions donnent l'inégalité suivante :
c1(S)( 1

h )
2
3

K1 log 1
h + K2

≤ nMS(DigGh (S)) ≤ 3c2(S)

(
1

h

) 2
3Dont on extrait failement les ordres de grandeur. Cei onlut la preuve. �Bien que l'on soit apable d'enadrer l'ordre de grandeur du nombre de segments maximaux, laquestion de l'existene d'une limite de nMS(DigGh(S))

( 1
h
)
2
3

sur une sous lasse de F3
c lorsque h tend verszéro reste une question ouverte. En e�et quoique l'on puisse trouver des PCD qui véri�ent la borneinférieure à haque résolution, il reste enore à montrer que l'on puisse trouver une forme dont lesdisrétisations puissent généraliser l'exemple de onstrution de la preuve du Théorème 3.2.5 (f.Figure 3.2.2) et que ette forme soit bien dans F3

c .Supposons que la forme S ∈ F3
c soit ontenue dans un arré ayant ses �tés de longueur 1, si l'ononsidère alors DigGh (S) ave 0 < h < 1 pour h su�samment petit, son périmètre7 est majorépar 4

h . De même on peut minorer le périmètre de DigGh (S) par p
h ou p est une onstante8 qui nedépend que de S. L'on obtient ainsi que le périmètre de DigGh (S) est enadré par deux quantitésde même ordre. On peut généraliser et enadrement pour toutes les formes de F3

c , e qui nouspermet d'énoner le lemme suivant :7Pour la norme L1.8Par exemple le périmètre d'un arré stritement ontenu dans S.



3.3. Comportement en asymptotique 101Lemme 3.3.4Le périmètre de DigGh (S) se omporte omme suit :
Θ

(
1

h

)

≤ Per (DigGh (S)) ≤ Θ

(
1

h

)En onséquene, la Proposition 3.2.10 devient :Théorème 3.3.5La somme des longueurs des segments maximaux de DigGh (S) se omporte omme suit :
Θ

(
1

h

)

≤
∑

nMS(DigGh(S))

L1 (MSi) ≤ Θ

(
1

h

)Ii enore il n'est pas lair que la quantité h
∑

nMS(DigGh(S)) L1 (MSi) ait une limite lorsque htend vers zéro. La Proposition 3.2.14 se réérit diretement :Proposition 3.3.6La somme des longueurs des parties ommunes de DigGh (S) se omporte omme suit :
∑

nPC(DigGh(S))

L1 (PCi) ≤ Θ

(
1

h

)Et ii enore nous ne pouvons onlure quant à la limite de la quantité h
∑

nPC(DigGh(S)) L1 (PCi).Les préédentes bornes sur les segments maximaux nous permettent tout de même d'exprimerelles sur la longueur moyenne des segments maximaux, qui est un des résultats majeurs de ehapitre :Théorème 3.3.7La moyenne de longueur des segments maximaux (en norme L1 (·)) du bord de DigGh (S), notée
LMS(S, h), se omporte omme suit en asymptotique :

Θ

((
1

h

) 1
3

)

≤ LMS(S, h) ≤ Θ

((
1

h

) 1
3

log
1

h

)

. (3.3.1)Preuve:On utilise le Théorème 3.2.11 qui donne l'inégalité suivante :
Per(DigGh (S))

3ne(DigGh (S))
≤
∑nMS(DigGh(S))

i=1 L1 (MSi)

nMS(DigGh (S))
≤ 19Per(DigGh (S))(K1 log 1

h + K2)

ne(DigGh (S))où K1 et K2 sont des onstantes dépendant de S. Le Lemme 3.3.4 et le Théorème 3.3.2 permettentd'obtenir les ordres de grandeur en fontion du pas de la grille. Cei onlut la preuve. �Le théorème préédent donne un résultat très fort quant à la roissane des segments maximaux,il exprime bien que le nombre des points les onstituant grandit mais pas passez vite pour que lesegment disret grandisse du point de vue de la grille eulidienne (h = 1).9 Expérimentalementon observe qu'en moyenne les segments maximaux grandissent un peu plus vite que Θ
((

1
h

) 1
3

)et plus lentement que Θ
((

1
h

) 1
3 log

(
1
h

)) omme illustré sur la Figure 3.3.1. Ces expérimentationsonfortent bien les résultats annonés par le théorème préédent. Ajoutons que l'on peut majorerla longueur moyenne de la partie ommune de la façon suivante :9Il faudrait en e�et que ette roissane soit au moins en raine arré de l'inverse de pas de la grille.
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Fig. 3.3.1 � La ourbe disrétisée est un disque de rayon 1, l'axe des absisses représentant la réso-lution de la disrétisation. On représente ii le traé en éhelle logarithmique de la taille moyennedes segments maximaux mesurée ave la norme 1 de Minkowski.Proposition 3.3.8La moyenne des longueurs en norme 1 des parties ommunes du bord de DigGh (S), notée LPC(S, h),se majore omme suit en asymptotique :
LPC(S, h) ≤ Θ

((
1

h

) 1
3

log
1

h

)

.La borne supérieure de la longueur moyenne des segments maximaux bousule les préédenteshypothèses sur la roissane des segments disrets. À notre onnaissane la seule préédente onje-ture existante est donnée par Coeurjolly dans sa thèse (voir [Coe02℄) et suppose que l'ordre degrandeur de la longueur des demi-tangentes disrètes est de Θ
(√

1
h

) en moyenne.10Cette hypothèse semblait justi�ée du fait qu'il existe e�etivement des points pour lesquels etordre de grandeur est atteint. On le onstate par exemple en observant la longueur maximale dessegments maximaux sur un erle, omme le montre la Figure 3.3.1. En e�et si l'on disrétise unerle entré en zéro de rayon 1, alors les demi-tangentes (et les segments maximaux les ontenantpar onséquent) des points situés à l'intersetion du bord du disrétisé du erle et des axes seomportent bien en Θ
(√

1
h

), e qui est suseptible d'induire en erreur.En fait et ordre de grandeur en Θ
(√

1
h

) est une majoration de la roissane des segmentsmaximaux pour les disrétisés d'un erle :Lemme 3.3.9Si l'on onsidère la disrétisation de Gauss de pas h d'un erle de rayon R alors la longueureulidienne de tout segment le long de son ontour est majorée par 2
7
4 (R

h )
1
2 , soit une majorationen Θ

(√
1
h

).Preuve:Tout segment sur le bord du disrétisé d'un erle est inlus dans une bande d'épaisseur 2
1
2 puisquela droite standard de aratéristiques minimales l'est aussi. L'intersetion de ette bande ave le10Cette onjeture est d'ailleurs expliitement requise dans plusieurs preuves de onvergene d'estimateurs disretsvoir [CMT01℄ et [CT01℄.
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Fig. 3.3.2 � Une bande ontenant un segment standard sur le bord du disrétisé d'un erle derayon R.erle eulidien de rayon R dé�nit une orde au erle de rayon R. Et la longueur de ette ordeinduit une majoration pour la longueur du segment standard onsidéré. En e�et le bord extérieurde la bande est à distane 0 ≤ ǫ ≤ 2
1
2 du erle, la longueur de la portion de la bande ontenantle segment est don majorée par 2(2Rǫ− ǫ2)

1
2 ; voir la Figure 3.3.2 pour une illustration. Cettequantité est lairement majorée par 2(2R2

1
2 )

1
2 .Si l'on onsidère maintenant la disrétisation pour un pas de grille égal à h, la majorationpréédente devient 2(2R

h 2
1
2 )

1
2 . �Cette majoration étant e�etuée loalement, on peut en onlure que la longueur de toutsegment maximal se majore en Θ

(√
1
h

) sur une forme à ourbure stritement positive. En e�etla ourbe se omportant loalement omme un erle de rayon inverse à sa ourbure, la ourbureadmet un minimum le long du segment maximal. On en déduit ainsi une majoration de la longueureulidienne du segment proportionelle à la raine arré de R
h où R est l'inverse du minimum deourbure.La borne supérieure est établie et véri�ée expérimentalement, poursuivons en nous intéressantà une minoration de la longueur des segments maximaux. Pour ela montrons tout d'abord quetous les segments maximaux grandissent :Proposition 3.3.10Soit S ∈ F3

c, la longueur disrète des segments maximaux sur le bord de DigGh (S) n'est pas bornéelorsque h tend vers zéro.Preuve:Tout d'abord et en vertu du Lemme 3.1.4, deux segments maximaux égaux à une translation prèsont des erles séparants de rayon maximal de même rayon.Notons L1
R(M) la longueur déduite de la norme 1 de Minkowski du segment standard M parrapport au plan eulidien, i.e. le nombre de pas onstituant le segment multiplié par h. Considéronsmaintenant l'ensemble de tous les segments maximaux de longueur l se trouvant sur le bord desdisrétisés de formes onvexes arbitraires. Le nombre de es segments maximaux est �ni (si ononsidère et ensemble aux translations de segments près) ainsi que le nombre des rayons possiblespour les erles séparants de rayons maximaux. Ces rayons étant en nombre �ni, nous hoisissonsl'inverse du plus grand omme image de la fontion κ1(·) en l.L'interprétation du Lemme 3.1.4 stipule que tout ontour dont le disrétisé a un segmentmaximal de longueur l admet un maximum de ourbure supérieur ou égal à κ1(l) sur le ontourréel sous-jaent au segment maximal onsidéré.



104 Chapitre 3. Parties linéaires sur les disrétisés de formes lisses et onvexes.Supposons maintenant que quel que soit le pas de disrétisation, il existe des segments maxi-maux sur le bord de DigGh (S) dont la longueur disrète est majorée par une onstante L. Noussupposons qu'il existe ainsi une suite (hi) de pas de disrétisation de plus en plus petits tels queertains segments maximaux n'aient pas une longueur disrète supérieure à L pour tout pas de lasuite (hi). Notons Mi un segment maximal véri�ant ette hypothèse pour un hi donné.Soit κmax(S) le maximum de ourbure sur le bord de S et soit S · 1
hi

le dilaté de S par unfateur 1
hi
, nous avons :

κmax(S) =
1

hi
κmax(S ·

1

hi
)Puisque les disrétisations DigGhi

(S) et DigG1

(

S · 1
hi

) sont identiques, il vient :
κmax

(

S · 1

hi

)

≥ κ1(L1
R(Mi)) (3.3.2)

≥
L

min
l=1

κ1(l)L' Équation (3.3.2) indique que le maximum de ourbure sur le bord de S · 1
hi

est minoré par laourbure issue du erle séparant de rayon maximal de Mi. Notons par κ1(1, L) la valeur non nulle
minL

l=1 κ1(l). En rassemblant es termes nous obtenons :
κmax(S) ≥ 1

hi
κ1(1, L)La limite de κmax(S) est ainsi lairement +∞ lorsque hi tend vers 0, impliquant que le ontourde S admet un point où la ourbure n'est pas bornée, e qui est une ontradition. Nous pouvonsainsi onlure que les segments maximaux ont une longueur non bornée lorsque h tend vers zéro.

� Nous terminons ette setion en présentant un résultat réent bien plus fort puisqu'il indiqueune minoration de l'ordre pour la roissane des segments maximaux. La preuve du théorèmepeut être onsultée dans l'habilitation à diriger des reherhe de Lahaud [La06℄. Elle exploiteles propriétés des erles séparants, les relations de longueurs entre les paramètres p, q et δ sur unsegment maximal et des relations géométriques élémentaires.Théorème 3.3.11 [HDR de Lahaud [La06℄℄Soit S une forme onvexe du plan de bord C2 et ourbure ontinue. La longueur disrète dessegments maximaux du bord du PCD DigGh (S) est minorée par Θ
((

1
h

) 1
3

). Plus préisément, eminorant, qui est non atteint, s'érit :
3

4
5

2
3

(
1

hκmax(S)
− 3

) 1
3où κmax(S) est la ourbure maximale du bord de S.Ce résultat est en aord ave la minoration de la longueur moyenne des segments maximaux.Il reste enore plusieurs questions atuellement sans réponse sur la roissane des segments maxi-maux. Nous avons obtenu une borne inférieure et une borne supérieure mais la distribution deslongueurs des segments maximaux reste enore inertaine.Si l'on a su obtenir des ordres de grandeur sur la roissane des segments maximaux, il faut noterque tous es résultats proviennent des propriétés des PCD et de la déomposition ombinatoiredes segments maximaux en fontion de la parité de leurs pentes. En e�et ette approhe nous apermis d'obtenir la desription omplète de deux types de segments, permettant ainsi une étudeplus �ne. Il nous semble ainsi néessaire d'étendre l'étude asymptotique aux arêtes disrètes et auxparamètres dérivant les segments standards.



3.4. Comportements des paramètres dérivant les arêtes 1053.4 Comportements des paramètres dérivant les arêtesLes liens entre les segments maximaux et les arêtes nous onduisent naturellement à étudier lesparamètres dérivant le omportement des arêtes de l'enveloppe onvexe. L'une des quantités quel'on peut extraire failement est leur longueur moyenne :Corollaire 3.4.1Il existe hS tel que pour tout 0 < h < hS, la longueur disrète moyenne des arêtes LEDGE(S, h)pour S ∈ F3
c est telle que :

Θ

(
1

h

) 1
3

≤ LEDGE(S, h) ≤ Θ

(
1

h

) 1
3Preuve:Il s'agit d'une onséquene direte du Théorème 3.3.2, puisque la somme des longueurs disrètesdes arêtes est exatement égale au périmètre de DigGh (S) et que d'après le Lemme 3.3.4 ettequantité est bornée en Θ

(
1
h

). �Bien que l'ordre moyen soit parfaitement déterminé, le omportement de la longueur de la pluspetite arête n'est pas onnu dans le as général. En fait on ne sait pas si on peut minorer la longueurde la plus petite arête. L'étude des liens entre les segments maximaux et les arêtes ne peut su�reii puisque l'on ne peut onstruire une bijetion entre les segments maximaux et les arêtes. En e�etnous avons déjà montré qu'il était possible de trouver des PCD pour lesquels la déomposition dessegments maximaux admettait plusieurs arêtes très petites (la omplexité de leur pente pouvantvaloir un), es arêtes n'étant pas l'arête support d'un segment maximal.Il est en fait di�ile de déterminer les fateurs in�uençant les omportements extrêmes de lalongueur des arêtes. On pourrait invoquer plusieurs fateurs possibles :� des pas de disrétisations partiuliers,� des points partiuliers sur la forme eulidienne ou la forme elle même (lieux des points d'uneéquation polynomiale de degré n en x et y),� les longueurs d'arêtes ayant des pentes partiulières.Prenons l'exemple d'un erle de rayon 1 entré sur l'origine et hoisissons une suite de pas dedisrétisations de plus en plus petits pour lesquels il n'y ait que 3 points d'ordonnée maximale ;es points sont de oordonnées (−1, ⌊ 1
h⌋), (0, ⌊ 1

h⌋) et (1, ⌊ 1
h⌋). En onsidérant l'enveloppe onvexede ette disrétisation on observe alors qu'il existe au moins quatre arêtes de longueur 2.11 Uneillustration dans le as du erle de rayon un est représentée sur la Figure 3.4.1. On peut généraliserette onstrution à des pas de disrétisations situés dans les intervalles de la forme ] 1√

n2+4
, 1√

n2+1

]ave n entier naturel supérieur ou égal à 1.Le as partiulier présenté est la ombinaison de pas de disrétisations partiuliers et du hoixde points partiuliers sur la forme entraînant des pentes très partiulières pour les arêtes. On peutd'ailleurs remarquer que toute forme eulidienne admettant des points où la dérivé s'annule surune des oordonnées et où la ourbure n'est pas nulle est sujette au même omportement puisquetoute forme se omporte loalement omme un erle.12Néanmoins on pourrait onsidérer que es as ne sont pas représentatifs du omportementgénéral de la longueur des arêtes puisqu'ils ne onernent que des arêtes de pentes partiulières.La majoration de la longueur des arêtes s'e�etue elle diretement en Θ
(√

1
h

). En e�et lesarêtes disrètes sont des segments standards. Or la longueur maximale des segments est en Θ
(√

1
h

)11En onsidérant les arêtes traversant les points de oordonnées (−⌊ 1
h
⌋, 0), (⌊ 1

h
⌋, 0) et (0,−⌊ 1

h
⌋).12Si (xs0 , ys0 ) est un point admettant une tangente horizontale de ourbure non nulle ave l'intérieur de la formetourné vers les ordonnées négatives alors on obtiendrait un omportement similaire à elui des disrétisés du erlede rayon 1

κ(s0)
entré en (xs0 , ys0 − 1

κ(s0)
).
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Fig. 3.4.1 � Disrétisé d'un erle de rayon 1 entré sur l'origine et sur lequel on peut trouver quatrearêtes de longueur 2 en des points partiuliers. Le pas de disrétisation appartient à l'intervalle
]

1√
20

, 1√
17

].en vertu du Lemme 3.3.9, don elle des arêtes l'est aussi. Ajoutons que l'on peut trouver aussi surle erle des arêtes grandissant en Θ
(√

1
h

). Ces arêtes sont situés aux hangements de quadrantset les pas de disrétisations sont alors dans des intervalles de la forme ] 1√
n2+1

, 1√
n2

] ave n entiernaturel supérieur ou égal à 1.Revenons au omportement moyen des arêtes et rappelons que la longueur disrète d'une arête
e vaut exatement δ(p + q) où p

q est la fration irrédutible donnant sa pente. La question estalors de savoir omment se omporte en moyenne les paramètres δ, p et q sahant que la longueurmoyenne des arêtes grandit en Θ
((

1
h

) 1
3

).Expérimentalement, on observe que sur les disrétisés d'un disque de rayon un la moyenne duparamètre δ semble bornée et e même à très haute résolution. En onséquene, il est logique que lamoyenne du rapport q
l semble elle aussi bornée. Ces deux résultats sont illustrés sur la Figure 3.4.2.En onséquene, nous sommes amenés à proposer la onjeture suivante sur les paramètres desarêtes disrètes :Conjeture 3.4.2En moyenne, les paramètres p, q des arêtes de DigGh(S) où S ∈ F3

c grandissent en Θ
(

1
h

1
3

), alorsque le paramètre δ est borné, lorsque h tend vers 0.Une question légitime est de se demander vers quoi tend le rapport p
q pour les arêtes voisinesd'un point du bord de S pour des résolutions de plus en plus petites. Tout d'abord la distanevertiale entre l'arête et le bord de S est majorée en Θ

(

h
4
3

) d'après la Proposition 3.1.5. Si l'onadmet le omportement moyen des paramètres des arêtes on observe alors que l'aire moyenne entrele bord de S et une arête est majorée par un Θ(h2). En e�et la distane vertiale est majoréeen Θ
(

h
4
3

) sur une distane eulidienne moyenne de hΘ
((

1
h

) 1
3

)

= Θ
(

h
2
3

).13 En sommant ette13Les ordres de grandeur entre la longueur disrète ave la norme 1 et la longueur disrète ave la norme 2 sontidentiques puisque nous sommes en dimension �nie. La longueur eulidienne est ensuite obtenue par dilatation dela longueur disrète.
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Fig. 3.4.2 � Traés en éhelle logarithmique des moyennes des paramètres q
l (gauhe) et δ (droite)pour les arêtes du PCD formant la disrétisation de Gauss d'un disque de rayon 1. On représenteen absisses l'inverse 1

h du pas de disrétisation, les barres d'erreurs représentent l'éart-type.erreur sur toutes les arêtes on obtient une majoration direte de la di�érene d'aire entre S etl'enveloppe onvexe de son disrétisé en Θ
(

h
4
3

).D'autre part la pente de l'arête disrète tend vers la pente du bord de la forme. Plus préi-sément l'intuition est que les paramètres p et q grandissent en Θ
((

1
h

) 1
3

) pour se rapproher dela pente de la tangente du bord de la forme au voisinage de l'arête. Il semble que la onvergenesuppose naturellement que le développement en fration ontinue de p
q tende vers elui de f ′(s0).Intuitivement la profondeur de la pente des arêtes grandirait alors en Θ
(
log
(

1
h

)) si l'on admet quele paramètre δ est borné.3.5 Conlusion du hapitreCe hapitre a présenté un nombre important de relations entre les segments maximaux et lesarêtes disrètes des PCD. Les liens très forts mis en évidene dans e hapitre expriment que lessegments maximaux et les arêtes sont tous deux des représentants de la onvexité disrète. Notonsqu'il reste quelques points à élairir, notamment l'alternane des types des segments maximaux,l'impat du hoix du pas de la grille sur la disrétisation de la forme en des points partiuliers eten�n omprendre e que représentent les arêtes n'étant pas les parties prinipales des segmentsmaximaux et savoir si elles sont issues des défauts de la disrétisation ou non.Ces relations nous ont permis de généraliser les omportements des segments maximaux desPCD aux disrétisés de formes lisses et onvexes et e en fontion du pas de la grille. Ces résultatssont très importants puisqu'ils nous permettent de donner des bases formelles à la omparaisond'estimateurs. En e�et les omportements mis en évidene sur les segments maximaux nous per-mettront de démontrer la onvergene d'estimateurs géométriques loaux basés sur les segmentsmaximaux et de prévoir leurs vitesses de onvergene.
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110 Chapitre 4. Conséquenes du omportement des parties linéairesCe hapitre onstitue une appliation direte des résultats asymptotiques obtenus au hapitrepréédent. En e�et nous proposerons dans ette partie un estimateur de tangente disrète onstruitsur les segments maximaux dont nous pourrons prouver formellement la onvergene. Nous om-parerons aussi et estimateur ave d'autres estimateurs disrets de tangente selon les ritères pré-onisés au Chapitre 1. Selon nos ritères l'estimateur présenté, appelé λ-MST, se distingue trèslairement des autres. Sur les bases du omportement des segments maximaux nous disuteronsla possibilité de onstruire un estimateur de ourbure onvergent. En�n nous mènerons une brèveétude expérimentale sur deux estimateurs de tangente utilisant des approhes ontinues, mettanten relief le bon omportement de l'estimateur λ-MST.Le hapitre se présente omme suit :� La setion 1 est dédiée à la omparaison des estimateurs disrets de tangente basés sur lessegments de droites. Ces résultats expérimentaux ont été publié dans [LVdV05, LdV06℄.� La setion 2 est une disussion sur les autres estimateurs géométriques reposant sur les partieslinéaires, en partiulier le problème de la ourbure est abordé.� La setion 3 est une brève étude expérimentale sur deux estimateurs de tangente utilisantune approhe ontinue. Les expérienes menées indiquent lairement que l'estimateur disret
λ-MST est bien meilleur.4.1 Estimateur disret de tangenteLa notion de veteur dérivé sur une ourbe est prinipalement liée à la notion de paramétri-sation. Étant donné le graphe d'une fontion, il existe une in�nité de paramétrisations possibles.Celles-i donnent alors pour le même point repéré sur le graphe des valeurs de veteur dérivé dif-férentes. Dans le as de la dérivée première il est faile de voir que la paramétrisation in�ue surla norme du veteur dérivé mais pas sur sa diretion. Sur une ourbe eulidienne lisse, son graphesu�t à déterminer sa tangente, indiquant la diretion du veteur dérivé.Lorsque l'on veut estimer ette quantité dans le monde disret, la première di�ulté est dehoisir un représentant pour la tangente disrète. En e�et une tangente est une droite dans lemonde eulidien, ayant un seul point de ontat ave la ourbe. Dans le monde disret, on herheun segment standard omme support de la droite standard qui tiendrait lieu de tangente disrète.Ce segment standard doit alors être elui qui représente le mieux la partie linéaire autour du pointdisret onsidéré. Ce segment doit par onséquent être sur le bord de la forme disrète et épouserau mieux son bord. Ce hoix implique déjà que la pente de la tangente disrète est rationnelle.Ainsi si l'on onsidère la ourbe eulidienne sous-jaente la pente de la tangente disrète se veutune estimation de la tangente eulidienne. Parmi les hoix possibles l'on peut retenir eux de laDé�nition 2.4.7, page 68, illustrés sur la Figure 4.1.1.D'un point de vue loal au point d'intérêt sur la ourbe disrète le hoix d'une tangente disrèteonsiste à trouver un ompromis entre la loalisation (segments entrés sur le point) ou l'informa-tion (segments les plus longs possibles ontenant le point). Les dé�nitions de es tangentes disrètessont indépendantes du sens de parours de la ourbe sauf pour FTT (voir Figure 4.1.1e). ET peutêtre onsidéré omme une version non ambiguë de FTT. Remarquons que FTT et ET sont lessegments standards les plus longs, au prix d'une perte de la loalisation autour du point d'intérêt.FTT et ET ont tendane à polygonaliser la ourbe disrète, même si la forme sous-jaente est lisse.ST et HT ont une très bonne loalisation autour du point d'intérêt (parfaitement entré pourST). Ces deux types segments ont ependant des omportements médiores et e même sur desformes très régulières (par exemple aux points où un erle de rayon entier intersete les axes). Lesparties onvexes ou onaves sont aussi mal loalisées. Remarquons que HT est aussi utilisé pourestimer la ourbure (voir [Coe02℄).Les points d'in�exion sont un trait aratéristique des ourbes. Un estimateur de tangenterobuste doit pouvoir les déteter sans réer de faux points d'in�exion. Les estimateurs ST et HTne sont malheureusement pas dans e as là. La Figure 4.1.2 illustre la détetion d'un faux point
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Fig. 4.1.1 � Illustration des di�érentes dé�nitions de tangente disrète. Le point d'intérêt estrepéré en blan ainsi que les segments standards assoiés à la tangente disrète.(a) Tangente sy-métrique (ST). (b) Tangente étendue (ET), identique sur et exemple à la tangente de Feshet-Tougne (FTT). () Demi-tangentes gauhe et droite (HT). (d) Tangente étendue (ET) et tangentesymétrique (ST) identiques sur et exemple et qui sont parfaitement entrées. (e) Tangente deFeshet-Tougne (FTT) Le point d'intérêt est omplètement rejeté à l'une des extrémités.d'in�exion pour ST, la forme sous jaente onsidérée est un ar de erle. Le hangement dequadrant autour du point d'intérêt induit que la tangente symétrique a une pente plus grande queelle trouvée autour des points suivant le ontour. ST a ii repéré une onavité sur un disque.Cei n'est �nalement pas très surprenant, puisque ST n'est pas relié à l'enveloppe onvexeomme les segments maximaux le sont (voir la Dé�nition 3.1.1 et le théorème 4.1 de [RDDR04℄).
(a)

(b)

ST

ET = FTTFig. 4.1.2 � Estimation de la tangente le long du bord du disrétisé d'un ar de erle. Fausseonavité détetée par ST (a) ET et FTT ne détetent pas de fausse onavité (b).Ces défauts étant relevés nous proposons dans la prohaine setion un estimateur de tangentedisrète basé sur les segments maximaux.4.1.1 Constrution d'un nouvel estimateur disret de tangenteLe nouvel estimateur de tangente proposé ii est basé sur l'ensemble des segments maximauxqui traversent un point du ontour disret. Cet ensemble est appelé faiseau et a déjà été dé�niau Chapitre 2 (voir la Dé�nition 2.4.5). Comme remarqué par Feshet et Tougne dans [FT99℄,plusieurs points onséutifs du ontour disret peuvent avoir le même faiseau. En onséquenenotre estimateur doit prendre en ompte la position du point d'intérêt par rapport au faiseau.Pour e faire, nous attribuons une exentriité à haque segment maximal dans le faiseau d'unpoint. Cette exentriité est relative à la position du point dans le segment maximal et est dansl'intervalle [0, 1] . La diretion de la tangente est ensuite estimée en ombinant les orientations dehaque segment maximal pondéré par une fontion λ selon la valeur de l'exentriité.



112 Chapitre 4. Conséquenes du omportement des parties linéairesNous noterons dans la suite θi la diretion du segment maximal Mi.Dé�nition 4.1.1L'exentriité ei(k) d'un point Ck relative à un segment maximal Mi est alulé ainsi :
ei(k) =

{
‖Ck−Cmi

‖1

Li
= k−mi

Li
si Mi ∈ P(k)

0 sinon
, avec Li = ‖Cni

− Cmi
‖1. (4.1.1)Plus le point est prohe du entre du segment maximal plus ette valeur est prohe de 1

2 . Àl'inverse, plus un point est exentré du segment plus la valeur de l'exentriité est prohe des bornesde l'intervalle [0, 1], omme l'illustre la Figure 4.1.3.
e = 3

9 e = 4
5

Fig. 4.1.3 � Calul de l'exentriité e sur un point du ontour disret (en noir) relativement à unsegment maximal (en blan).Dans la suite la fontion λ est une appliation ontinue de [0, 1] dans R+ ave λ(0) = λ(1) = 0et λ > 0 partout ailleurs. Nous pouvons maintenant dé�nir notre estimateur, appelé λ-MST :Dé�nition 4.1.2La diretion estimée par λ-MST au point Ck est dé�nie omme :
θ̂(k) =

∑

i∈P(k) λ(ei(k))θi
∑

i∈P(k) λ(ei(k))
(4.1.2)Au vu des propriétés de l'exentriité et du fait que le faiseau d'un point n'est jamais vide, ettevaleur est dé�nie sur tout point du ontour disret et peut être alulée loalement.Cet estimateur disret s'étend naturellement pour des valeurs non-entières de k, en onsidérantle segment eulidien reliant les points C⌊k⌋ et C⌈k⌉. Si la fontion λ est ontinue, alors la fontiondonnant l'angle estimé θ̂(k) l'est aussi.Ajoutons que le alul de toutes les diretions par l'estimateur λ-MST sur une forme disrèteonvexe est linéaire en le nombre de points du bord de la forme. Cei est une onséquene direte dela majoration du ardinal moyen des faiseaux (voir la Proposition 3.2.13) et de l'utilisation d'unalgorithme inrémental optimal en temps de alul pour extraire les aratéristiques des segmentsmaximaux.Nous avons vu préédemment l'importane du respet des parties onvexes/onaves. Un es-timateur de tangente à une ourbe disrète respete les propriétés de onvexité/onavité si etseulement si l'angle de la tangente estimée est non déroissante (resp. non roissante) sur toutsous-ensemble onnexe de points où la ourbe est loalement onvexe (resp. onave).1 Cette pro-priété est véri�ée pour ET et FTT mais fait défaut dans les estimateurs ST et HT (voir par exemplela Figure 4.1.2 ou la Figure 4.1.5). Pour l'estimateur λ-MST, ela dépend du hoix de la fontion

λ hoisie omme l'indique le théorème suivant :Théorème 4.1.3Si λ est dérivable sur ]0, 1[, alors l'estimateur λ-MST satisfait la propriété de onvexité/onavitési et seulement si : d
dt (t

λ′

λ (t)) ≤ 0 et d
dt((1 − t)λ′

λ (t)) ≤ 0 sont vraies sur et intervalle.La preuve de e théorème est présentée dans [LVdV06℄.1Voir la Dé�nition 3.1.1 issue des travaux de Debled-Rennesson et Doerksen.



4.1. Estimateur disret de tangente 1134.1.2 Comparaison expérimentaleDans ette sous-setion nous proposons une évaluation expérimentale (selon les ritères pré-onisés à la Setion 1.3.4) des estimateurs de tangente disrète basés sur les segments standards.Le omportement de l'estimateur λ-MST dépend de la fontion λ qui pilote l'estimation de laourbe sous-jaente. Parmi l'ensemble des fontions véri�ant le Théorème 4.1.3, nous hoisissonsla fontion qui minimise la ourbure de la ourbe sous-jaente. Nous hoisissons ainsi la fontionsymétrique en forme de triangle ayant un pi en 1
2 . Cette fontion estime la ourbe eulidiennesous-jaente omme un ar irulaire lorsque le faiseau de segments maximaux est réduit à deuxsegments. En pratique ette fontion donne de très bons résultats et est très simple à aluler.Les résultats expérimentaux présentés ii sont alulés par rapport aux lignels et non les points,ainsi les quantités géométriques sont estimées pour l'absisse urviligne k + 1

2 et tous les segmentsdu faiseau inluent les points k et k + 1.�rsquare� eulidien angle théorique de la diretion de la tangente
x

O y
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αFig. 4.1.4 � (gauhe) La forme eulidienne �rsquare� et le repère assoié pour le alul des oor-données polaires. (droit) Angle de la diretion de la tangente théorique. Les points sur le bord dela forme sont repérés par l'angle de leurs oordonnées polaires.Nous omparons tout d'abord le omportement des estimateurs de tangente sur les partieslisses, les parties plates et les oins. La forme est un erle sur trois quadrants et a un angledroit dans le quatrième (voir la forme �rsquare� sur la Figure 4.1.4). La Figure 4.1.5 montre unsous-ensemble des estimations de l'angle de la tangente. Les estimateurs véri�ant la propriété deonvexité/onavité, 'est à dire ET et λ-MST, donnent une suite non-déroissante d'angles. Lesestimateurs ST et HT ne véri�ent pas ette propriété et e plus partiulièrement sur les pointsprohes d'un hangement de quadrant. La plupart des estimateurs se omportent orretementsur les oins. λ-MST lisse légèrement le oin à basse résolution. Les estimateurs ET et FFT onttendane à polygonaliser la ourbe, e omportement apparaît lairement sur la Figure 4.1.5.Ensuite nous évaluons l'anisotropie des estimateurs selon le proédé dérit sur la Figure 4.1.6.L'estimateur λ-MST est moins sujet aux hangements de omportements selon les angles reonnusave une erreur moyenne et maximale plus régulière.En�n nous examinons le omportement asymptotique de l'erreur absolue pour quelques formessur le Tableau 4.1.1 : l'une de ourbure onstante (le erle), une ave de fortes ourbures (la �eur)et en�n une ave des parties plates et un oin (�rsquare�). Les estimateurs λ-MST et ET semblentonverger en moyenne et en erreur maximale. Selon les résultats expérimentaux, l'erreur maximalede ST et de HT ne onverge pas vers 0 omme prouvé dans [LdV05℄. Bien que l'estimateur λ-MST ne soit pas toujours le meilleur en moyenne à basse résolution, il semble posséder le taux deonvergene le plus rapide pour l'erreur moyenne et l'erreur maximale sur les formes onsidérées.Nous avons omparé ii plusieurs estimateurs de tangente disrètes et après analyse de leursdéfauts un nouvel estimateur disret a été proposé, répondant aux dé�ienes des préédents es-timateurs. Tout d'abord et estimateur véri�e les propriétés de onvexité/onavité loales : il ne
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 1  1.5  2  2.5  3Fig. 4.1.5 � Traé des estimations de l'angle de la tangente en fontion de l'angle repéré par lesordonnées polaires. La forme est un erle de rayon 10 ayant un oin en forme d'angle droit dansle premier quadrant. Les lignes en traits pleins orrespondent aux valeurs attendues, les lignes entirets aux estimations lorsque le pas de la grille vaut 0.5. Pour l'estimateur λ-MST la fontionutilisée est la fontion triangle ave un pi en 1
2 .rée pas de faux point d'in�exions sur les formes onvexes disrètes. Expérimentalement la fontiontriangle symétrique a été retenue omme fontion λ. Son bon omportement est véri�é (isotropie,reonnaissane des parties plates) et fait de l'estimateur λ-MST le plus robuste et le plus préisdans presque tous les as. Les résultats sont résumés dans le Tableau 4.1.2.Expérimentalement on observe que l'estimateur λ-MST semble onverger ; la prohaine soussetion tâhera de démontrer formellement sa onvergene et de déterminer sa vitesse de onver-gene.4.1.3 Preuve de onvergene multi-grilleNous ommenerons ette setion par un théorème montrant les relations entre les pentesdes segments maximaux et la géométrie loale d'une forme eulidienne. Plus préisément nousmontrerons que la diretion des segments maximaux onverge vers la diretion de la tangente despoints qu'ils ouvrent. Cette preuve s'appuie sur un développement de Taylor au premier ordre, laonvergene sera démontrée loalement sur le bord de forme C3.Remarquons que pour des pas de grille su�samment petits, tout point P du bord d'une formeeulidienne S possède des points disrets assoiés (voir la Dé�nition 1.4.6), on dit que les segmentsmaximaux ontenant un ou plusieurs points disrets assoiés à un point du bord ouvrent le point
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 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3Fig. 4.1.6 � Isotropie des estimations de tangente mesurée par l'erreur absolue |θ̂(t)− θ(t)| (ligneépaisse en trait plein : λ-MST, ligne �ne en trait plein : HT, ligne en tirets : ST, ligne en pointillé :ET). Gauhe : moyenne de l'erreur absolue. Droite : maximum de l'erreur absolue. Pour haqueestimateur, 100 expérienes sont faites sur les disrétisés d'un erle de rayon 50 dont le entre aété déplaé arbitrairement dans le arré de �té 1 entré sur l'origine. L'erreur absolue est traéeen fontion de l'angle polaire et est moyennée sur des seteurs angulaires de largeur d'angle 5
180π.du bord onsidéré. Le faiseau d'un point disret n'étant jamais vide, eux des points disretsassoiés à P ne le sont jamais non plus.Théorème 4.1.4Soit P un point sur le bord de S, ave S une forme de bord C3. La diretion des segments maximauxdans le faiseau d'un point assoié à P tend vers la diretion de la tangente au point P lorsque htend vers 0.Preuve:Soit Mh un segment maximal ontenant un point assoié à P . Nous supposons que Mh est dans lepremier otant et que P est l'origine du repère. Nous onsidérons que P est situé sur la partie gauhede Mh, l'autre as étant symétrique. Notons l l'absisse du point disret de Mh ayant l'absissemaximale. Nous hoisissons de paramétrer loalement le bord de S, ∂S(t) = γ(t) = (x(t), y(t)),omme (x, f(x)). Soit Q le point du bord de S d'absisse l, on a don Q = (l, f(l)). La Figure4.1.7 illustre les notations préédentes.Soit ǫ(h) l'épaisseur vertiale de Mh, i.e. la distane vertiale entre les deux droites d'appui dusegment Mh. Puisque Mh ontient un point assoié à P , la distane vertiale entre P et les droitesd'appui de Mh est majorée par ǫ(h) + h, ei est aussi vrai pour le point Q. Cette hypothèse estvéri�ée pour les ourbes C3 et la disrétisation de Gauss passé une ertaine résolution, dépendantede la ourbure eulidienne au point P . Si l'on note ph la pente de Mh nous avons alors :

∀x ∈ [0, l] phx− ǫ(h)− h ≤ f(x) ≤ phx + ǫ(h) + h. (4.1.3)Considérons que P soit sur une partie linéaire de γ, alors tout segment maximal ontenant unpoint assoié à P s'étend jusqu'au bout d'un oté de la partie linéaire onsidérée. Ainsi si D estl'absisse du point délimitant la �n de ette partie linéaire nous avons :
∀x ∈ [0, D] f(x) = f ′(0)x (4.1.4)En substituant l' Équation (4.1.4) dans l'Équation (4.1.3) puis en hoisissant x = D et enrésolvant ette équation pour ph, il vient :
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erreurmoyenn
e 1

10
0.0624 0.0830 0.0665 0.0541 0.1736 0.1364 0.1258 0.1541 0.0734 0.0876 0.0834 0.0529

1
20

0.0411 0.0565 0.0443 0.0378 0.1050 0.0868 0.0756 0.0881 0.0501 0.0572 0.0560 0.0344
1
40

0.0265 0.0367 0.0295 0.0218 0.0621 0.0561 0.0487 0.0519 0.0328 0.0357 0.0368 0.0194
1
80

0.0174 0.0236 0.0185 0.0144 0.0364 0.0369 0.0311 0.0293 0.0204 0.0220 0.0220 0.0127
1

160
0.0115 0.0152 0.0120 0.0086 0.0209 0.0232 0.0190 0.0165 0.0130 0.0137 0.0137 0.0080

1
320

0.0077 0.0098 0.0079 0.0057 0.0128 0.0151 0.0123 0.0098 0.0081 0.0087 0.0084 0.0052
1

640
0.0049 0.0062 0.0049 0.0035 0.0078 0.0095 0.0075 0.0059 0.0052 0.0054 0.0052 0.0032

erreurmaxima
le 1

10
0.5432 0.3887 0.7700 0.2934 1.2836 1.4821 1.2415 1.4821 0.5228 0.3858 0.7496 0.2880

1
20

0.5267 0.2695 0.7840 0.1997 1.1753 1.2028 0.9831 1.1705 0.5201 0.2903 0.7775 0.1775
1
40

0.0353 0.0455 0.0383 0.0306 0.8760 0.9690 0.7803 0.9576 0.2871 0.2049 0.4701 0.1216
1
80

0.2717 0.1232 0.4639 0.0770 0.7220 0.7317 0.8201 0.6496 0.2151 0.1498 0.3270 0.0832
1

160
0.0137 0.0174 0.0142 0.0108 0.6070 0.5023 0.7796 0.3872 0.2671 0.1055 0.4645 0.0597

1
320

0.1395 0.0592 0.2450 0.0383 0.5269 0.3312 0.7931 0.2483 0.1809 0.0763 0.3202 0.0440
1

640
0.0935 0.0422 0.1651 0.0281 0.5018 0.2178 0.7878 0.1479 0.1359 0.0543 0.2452 0.0304

éart-type(10−
3

) 1
10

3.0355 4.6088 4.5854 2.2948 23.13 17.58 15.205 21.56 2.5668 3.7235 3.7503 2.0155
1
20

1.5298 2.0248 2.2530 0.9036 11.41 9.570 8.096 11.025 1.30458 1.7415 1.7463 0.8679
1
40

0.6966 0.8301 0.9847 0.3411 5.05 4.478 4.004 4.480 0.5835 0.7531 0.7707 0.3395
1
80

0.3139 0.3663 0.4497 0.1411 1.939 2.109 1.978 1.4257 0.2796 0.3439 0.3417 0.1488
1

160
0.1382 0.1563 0.1885 0.0568 0.717 0.8563 0.845 0.4638 0.1224 0.1519 0.1405 0.0607

1
320

0.0624 0.0673 0.0809 0.0247 0.296 0.3773 0.3821 0.1653 0.0616 0.0684 0.0674 0.0278
1

640
0.0267 .0281 0.0331 0.0100 0.121 0.1561 0.1537 0.0624 0.0244 0.0286 0.0266 0.0116Tab. 4.1.1 � Erreur absolue moyenne et maximale, éart-type de la moyenne des erreurs absoluespour les estimateurs disrets de tangente, pour des pas de grille de plus en plus petits. La meilleurevaleur est grisée. Les pas de la grille varient de 1

10 à 1
640 . Les ourbures théoriques extrêmes desformes sont pour le �erle� : κM = κm = 1, pour la ��eur� : κM ≈ 5.8, κm ≈ −26.1 et pour�rsquare� :κM = 100, κm = 0.estimateur parties parties oins onvexité isotropie erreur erreur onvergenede tangente droites lisses /onavity moyenne maximale expérimentale

λ-MST + + = Oui∗ + ++ ++ OuiHT = +/− + Non − + − NonET + = + Oui = + + OuiST = +/− = No n − + − Non(*) Pour les fontions λ véri�ant les onditions du Théorème 4.1.3.Tab. 4.1.2 � Comparaison des estimateurs de tangente disrète. L'estimateur λ-MST a un om-portement passable sur les oins mais semble être le meilleur partout ailleurs.
f ′(0)− ǫ(h) + h

D
≤ ph ≤ f ′(0) +

ǫ(h) + h

D
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Mh

Droites d'appui de Mh

∆h(S)
y

P
x

Q

γ

lǫhFig. 4.1.7 � Illustration des notations utilisées dans la preuve du Théorème 4.1.4.Puisque 0 < ǫ(h) ≤ 2h, il suit :
f ′(0)− 3h

D
≤ ph ≤ f ′(0) +

3h

DCe qui donne la relation asymptotique limh→0 ph = f ′(0) pour les parties linéaires.Considérons maintenant que γ soit C2 au voisinage de P , d'après le développement de Taylorde f , on obtient :
f(l) = lf ′(0) + O(l2) (4.1.5)Des Équations (4.1.5) et (4.1.3) il suit :

phl − ǫ(h)− h ≤ lf ′(0) + O(l2) ≤ phl + ǫ(h) + h⇔ ph = f ′(0)± ǫ(h) + h

l
+ O(l)En notant L1 (Mh) la longueur disrète de Mh (i.e. le nombre de pas le onstituant), la positiondu point Q sur le oté droit de Mh donne l'enadrement :

hL1 (Mh)

4
≤ l ≤ hL1 (Mh) . (4.1.6)La ombinaison des deux préédentes relations induit :

ph = f ′(0)± 4
ǫ(h) + h

hL1 (Mh)
+ O(hL1 (Mh))Puisque 0 < ǫ(h) ≤ 2h et que limh→0 L1 (Mh) = +∞ (selon la Proposition 3.3.10), nousobtenons la limite :

lim
h→0

4ǫ(h) + h

hL1 (Mh)
= 0.

P étant sur une partie non-linéaire on a le bord de S au voisinage de P qui se omporte loalementomme un erle de rayon R. En utilisant le Lemme 3.3.9 et l'équivalene, en dimension 2, entrela norme 1 de Minkowski et la norme eulidienne, nous obtenons hL1 (Mh) = O(hR)1/2 dont lalimite est 0 lorsque h tend vers 0. Cei entraîne que la limite de la pente de Mh est telle que :
lim
h→0

ph = f ′(0).Nous avons ainsi prouvé que la diretion de Mh (sa pente ph) tend vers la diretion de latangente au point P (de pente f ′(0)) sur des parties linéaires et sur des parties non linéaires dubord de la forme eulidienne. �Nous pouvons ainsi prouver la onvergene multi-grille point-à-point de l'estimateur λ-MST etde l'estimateur FTT vers la diretion de la tangente.



118 Chapitre 4. Conséquenes du omportement des parties linéairesThéorème 4.1.5Les estimateurs λ-MST et FTT sont multi-grille onvergents point à point et tendent vers la di-retion de la tangente le long du bord de toute forme onvexe ayant un bord C3 et de ourbureontinue. Une borne supérieure loale pour la vitesse de onvergene est en O
(

h
1
3

), lorsque le pasde la grille h tend vers 0.Preuve:Soient S une telle forme, P un point du bord de S et θ(P ) la diretion de la tangente au point P .Soit (hi) une déroissante de pas de grille tendant vers 0. Notons par Phi
un point assoié à P surle bord disret de DigGh(S). Tout segment maximal dans le faiseau de Phi
ouvre P . Considéronsmaintenant l'estimation du λ-MST au point Phi

:
θ̂(Phi

) =

∑

j∈P(Phi
) λ(ej(Phi

))θj
∑

j∈P(Phi
) λ(ej(Phi

))
.La diretion θ̂(Phi

) est ainsi une ombinaison onvexe des diretions de haque segment maximalontenant Phi
. Les segments maximaux dans le faiseau de Phi

ouvrent P . Ainsi, en vertu duThéorème 4.1.4, lorsque i tend vers l'in�ni, haque segment maximal dans le faiseau de Phi
à unediretion tendant vers θ(P ). Toute ombinaison onvexe de valeurs tendant vers θ(P ) tend aussivers θ(P ). L'estimateur λ-MST est don multi-grille onvergent pour la diretion de la tangente.Pour l'estimateur FTT, il su�t de remarquer que sa diretion est déterminée par l'un des segmentsmaximaux dans le faiseau de Phi

, 'est-à-dire un segment maximal ouvrant P ; le Théorème 4.1.4permet alors de onlure.Nous examinons maintenant la vitesse de onvergene de es estimateurs. De la preuve duThéorème 4.1.4, la vitesse de onvergene de la diretion d'un segment maximal ouvrant un pointsur une partie linéaire de γ est linéaire pour le pas de la grille. Elle est don majorée par un O(h).En utilisant les mêmes notations que préédemment nous obtenons pour les parties non-linéairesde γ :
ph = f ′(0)± 4

ǫ(h) + h

hL1 (Mh)
+ O(hL1 (Mh))Puisque h ≤ ǫ(h) ≤ 2h, la vitesse de onvergene du premier terme est elle de 1

L1(Mh) . Envertu du Théorème 3.3.11, L1 (Mh) est minoré par Ω
((

1
h

) 1
3

).Pour le deuxième terme, rappelons que selon le Lemme 3.3.9 la longueur de tout segmentstandard est majorée en Θ
(√

1
h

).Cei implique alors que la vitesse de onvergene de la diretion des segments maximaux estmajorée par O(h
1
3 ) + O(

√
h) = O(h

1
3 ). �La preuve préédente s'applique en fait à tous les estimateurs de tangente disrète basés sur uneombinaison onvexe des diretions des segments maximaux. Cette lasse d'estimateur est notée

θ̂MS dans [La06℄. La vitesse de onvergene observée sur l'estimateur λ-MST semble plus rapideque O(h
1
3 ), du moins pour le erle omme illustré sur la Figure 4.1.8.En�n, ainsi que Lahaud l'observe dans son HDR [La06℄, sous l'hypothèse de la Conje-ture 3.4.2, nous pouvons appréier la vitesse de onvergene d'un estimateur de tangente basésur les arêtes disrètes d'un PCD. La dé�nition et les deux propositions suivantes utilisent les no-tations issues de son HDR. En partiulier bd · est le bord topologique eulidien. Pour un ensembledisret bien omposé E , bd E est le bord topologique de E en tant que sous ensemble de R2 (lespoints sont des arrés de �tés h). De plus, pour x ∈ bdS et pour y appartenant à bdDigGh (S)tel que sa rétro-projetion2 soit x, les notations l(x, h), p(x, h), q(x, h) et δ(x, h) désignent res-petivement les paramètres δ(p + q), p, q et δ de l'arête disrète du CDP DigGh (S) qui ontient2Dé�nie dans l'Annexe B de [La06℄.
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 0.001

 0.01

 0.1

 10  100  1000  10000

moyenne de l’erreur absolue du λ-MST
0.3*x^(-2/3)

Fig. 4.1.8 � Traé en éhelle logarithmique de la moyenne de l'erreur absolue entre la diretionestimée de la tangente par l'estimateur λ-MST et la diretion de la tangente théorique. La fontion
λ utilisée est la fontion triangle symétrique ayant un pi en 1

2 . La forme disrétisée est un disquede rayon 1. L'absisse représente l'inverse du pas de la grille. La vitesse de onvergene ii observéesemble être en Θ(h
2
3 ).

y.Dé�nition 4.1.6On note θ̂onv l'estimateur fontionnel disret de tangente à un CDP Γ, dé�ni pour tout point ydu bord de Γ omme la diretion de l'arête disrète [VkVk+1[ ontenant y.3Ajoutons que θ(S, x) est la diretion de la tangente au point x sur le bord de S.Proposition 4.1.7Soit S ∈ F3
c. Pour un pas h su�samment petit, ∀x ∈ bd S, ∀y ∈ bd DigGh (S), ‖x− y‖ ≤ h,

‖θ̂onv(bd DigGh (S), y)− θ(S, x)‖ ≤ 2

δ(x, h)qn(x, h)qn−1(x, h)
+O (hδ(x, h)qn(x, h)) .Si l(x, h) suit le omportement moyen des longueurs d'arêtes et si la Conjeture 3.4.2 est satisfaite,on a de plus

‖θ̂onv(bd DigGh (S), y)− θ(S, x)‖ ≤ O
(

h
2
3

)

.De même si l'on utilise la Proposition 3.1.16, la lasse d'estimateur θ̂MS doit avoir le mêmeomportement moyen que θ̂onv :Proposition 4.1.8Soit S ∈ F3
c. Pour un pas h su�samment petit, ∀x ∈ bd S, ∀y ∈ bd DigGh (S), ave ‖x− y‖ ≤ h.Si l(x, h) suit le omportement moyen des longueurs d'arêtes et si la Conjeture 3.4.2 est satisfaite,on a

‖θ̂MS(bd DigGh (S), y)− θ(S, x)‖ ≤ O
(

h
2
3

)

.Cette dernière proposition on�rme la vitesse de onvergene suggérée par la Figure 4.1.8.3Il s'agit ii du bord disret de Γ.



120 Chapitre 4. Conséquenes du omportement des parties linéaires4.2 Autres estimateurs disretsL'estimation de la diretion de la tangente n'est pas la seule quantité géométrique que l'on peutherher à estimer. De nombreuses formules mathématiques utilisées en analyse de forme herhentsouvent à aluler des quantités géométriques telles que la position ou la ourbure. Dans ettesetion nous disuterons des quantités géométriques liées au alul de la ourbure, pour �nalementdisuter de sa faisabilité sur la base du omportement asymptotique des segments disrets.4.2.1 Estimation de la positionNous herhons ii à estimer la distane entre le bord d'une forme et le bord de son disrétisé.Cette notion se omprend bien en mesurant l'aire entre le bord d'une forme et elle de son disrétisé,mais est plus di�ile à formaliser point-à-point. Ainsi Lahaud dans son HDR [La06℄ Annexe Bpropose d'utiliser une fontion de rétro-projetion pour assoier à un point du bord disret de
DigGh (S) un point du bord de bdS. Par une étude �ne des ensembles par(r)-régulier il parvientaussi à énoner le lemme suivant :Lemme 4.2.1Soit X par(r)-régulier. Soit 0 < h ≤ r. Tout point x ∈ bd X est distant de moins de √

2
2 h de

bd DigGh (X) (dans la diretion de sa normale). Tout point y ∈ bd DigGh (X) est distant demoins de √
2

2 h de bd X (aussi dans la diretion de la normale de e point le plus près). Autrementdit :
∀x ∈ bd X, ∃y ∈ bd DigGh (X), ‖x− y‖2 ≤

√
2

2
h et y ∈ n(x,

√
2

2
h).

∀y ∈ bd DigGh (X), ∃x ∈ bd X, ‖x− y‖2 ≤
√

2

2
h et y ∈ n(x,

√
2

2
h).où n(x, w) désigne le segment de longueur 2w, entré en x et dirigé selon la normale à bd X en x.Ainsi si l'on dé�nit un estimateur de position noté x̂, de domaine DigG(S, h) et qui estime

y ∈ bd DigG(S, h) omme la position sur bdS, il montre que et estimateur est uniformémentonvergent et de vitesse de onvergene h. Plus modestement, sous l'hypothèse de la Conje-ture 3.4.2, nous pouvons déduire :Proposition 4.2.2Soit S ∈ F3
c et DigGh(S) sa disrétisation de Gauss. Pour h su�samment petit, dans haqueotant, la distane vertiale entre toute arête de DigGh(S) et ∂S est bornée. En moyenne, etteborne est de l'ordre de O (h 4

3

) (et jamais pire que O (h)).Preuve:Il su�t d'utiliser la Proposition 3.1.5 onjuguée ave la Conjeture 3.4.2. �Cette proposition implique don qu'en moyenne la forme disrète se rapprohe de la formeeulidienne plus rapidement qu'en e�etuant une simple dilatation. Cependant si l'on peut trouverun point du bord de S tel que les arêtes disrètes qui le ouvrent sont de longueurs bornées ete quel que soit le pas de disrétisation, alors la forme disrète ne se rapprohera pas plus vitequ'une simple dilatation. La longueur de telles arêtes ne se omporte tout simplement pas ommela moyenne des longueurs des arêtes.4.2.2 Estimation de l'angle moyenAvant d'étudier la ourbure, nous énonçons ertains résultats élémentaires onernant les anglesmoyens ainsi que l'existene d'estimateurs de longueur multi-grille onvergent.



4.2. Autres estimateurs disrets 121Lemme 4.2.3La di�érene d'angle moyenne entre les segments maximaux onséutifs sur les disrétisés de formede F3
c, notée ∆Θ

MS est égale à 2π
nMS

. En asymptotique ette quantité est enadrée par :
Θ
(

h
2
3

)

≤ ∆Θ
MS ≤ Θ

(

h
2
3 log

1

h

)Preuve:La somme des di�érenes des angles onséutifs est égale 2π. L'utilisation du Théorème 3.3.3onlut immédiatement pour l'asymptotique. �De même la di�érene d'angle moyenne entre les arêtes suit un omportement semblable :Lemme 4.2.4La di�érene d'angle moyenne entre les segments maximaux onséutifs sur les disrétisés de formede F3
c, notée ∆Θ

EDGE est égale à 2π
nEDGE

. En asymptotique ette quantité est enadrée par :
Θ
(

h
2
3

)

≤ ∆Θ
EDGE ≤ Θ

(

h
2
3

)Remarquons que si l'on admet que la longueur des parties ommunes des segments maximauxse omportent omme la longueur des arêtes, alors le Théorème 2.4.14 implique que la di�érenede pente entre deux segments maximaux onséutifs est bien de l'ordre de Θ
(

h
2
3

).4.2.3 Estimation de la ourbureLa ourbure est une quantité géométrique très importante pour appréier les traits araté-ristiques des formes. Nous rappelons la dé�nition d'un estimateur de ourbure disret basé surle erle ironsrit utilisant une fenêtre de alul reposant sur les demi-tangentes disrètes (voir[CT01, Coe02, CMT01℄) :Dé�nition 4.2.5 [Estimateur disret par erle ironsrit℄Soit P un point du bord de la disrétisation d'une forme eulidienne S pour la pas de disrétisation
h, Soient les points disrets Q = B(P ) et R = F (P ) étant les extrémités des segment disrets lesplus longs à gauhe et à droite de P . Alors l'estimation de ourbure par erle ironsrit en P estl'inverse du rayon du erle ironsrit à P , Q et R, multiplié par h.La onvergene de et estimateur a déjà été étudiée dans la thèse de D. Coeurjolly, en partiulierle Théorème B.4 de [Coe02℄ montre la onvergene multi-grille moyenne de et estimateur sous laontrainte de la onjeture suivante :Conjeture 4.2.6 [Coe02℄Les demi-tangentes disrètes sur les bords des disrétisés grandissent (en nombre de pas) en moyenneà la vitesse Θ

(√
1
h

).Cependant les demi-tangentes sont inluses dans les segments maximaux, et le omportementmoyen des segments maximaux suit, omme l'indique le Théorème 3.3.7 :
Θ

((
1

h

) 1
3

)

≤ LMS(S, h) ≤ Θ

((
1

h

) 1
3

log
1

h

)

.La onjeture s'avère ainsi non véri�ée, invalidant la preuve de onvergene multi-grille de l'es-timateur par erle ironsrit. Cependant plusieurs questions restent ouvertes. Premièrement etestimateur est-il onvergent point-à-point dans le voisinage de points pour lesquels la disrétisa-tion est telle que les segments maximaux grandissent en Θ
(√

1
h

). Deuxièmement et estimateur
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Fig. 4.2.1 � Erreur absolue moyenne et déviation standard de l'estimateur de ourbure par erleironsrit sur un erle de rayon 1. En absisse, l'inverse du pas de disrétisation.de ourbure est-t-il onvergent en moyenne, étant donnée la vitesse moyenne de roissane dessegments maximaux. À e sujet les expérimentations semblent laisser penser qu'il ne l'est pas(voir Figure 4.2.1). En�n troisième point, est-il possible de onstruire un estimateur de ourbureonvergent utilisant uniquement une fenêtre de alul qui est basée sur les segments standards ?A e sujet il est important de remarquer que le Lemme 4.2.3 et le Théorème 3.3.7 on�rmentles doutes quant à la possibilité de onstruire un tel estimateur. Considérons l'une des dé�nitionsmathématiques de la ourbure :
κ(s) =

dθ

dsDu point de vue d'un estimateur disret basé sur les segments maximaux ette formule meten jeu dθ qui est estimé par la variation d'angle entre deux segments maximaux onséutifs, ettequantité se omporte en moyenne en Θ
(

h
2
3

). D'autre part la quantité ds est vue ii omme ledéplaement in�nitésimal néessaire pour obtenir la variation d'angle des segments maximaux.Cette quantité est don de l'ordre de la longueur des segments maximaux soit en Θ
(

h
2
3

) iiaussi. Les ordres des quantités géométriques de e rapport laissent supposer qu'il ne diverge pas,mais qu'il ne onverge pas non plus vers la ourbure. L'on obtiendrait une erreur onstante, dontl'expression dépendrait probablement de la ourbure au point onsidéré (f. Théorème 3.3.11 sur laborne inférieure de la roissane des segments maximaux). Pour assurer la onvergene il faudraitprobablement augmenter la taille de la fenêtre de alul. Par exemple si au voisinage d'un pointpartiulier d'une ertaine forme eulidienne, les segments maximaux grandissent (en nombre depoints) plus vite que Θ
((

1
h

) 1
3

), disons Θ
((

1
h

) 1
3+β

) ave β > 0. Alors leurs longueurs du point devue du plan eulidien sont en Θ
(

h
2
3−β

), et en onsidérant le même rapport que préédemment onobtiendrait ette fois une onvergene en O ((hβ
)).4.3 Estimateurs ontinusNous présentons ii quelques résultats expérimentaux sur deux estimateurs ontinus et ompa-rons leurs omportements ave l'estimateur λ-MST. Les estimateurs étudiés sont : un estimateurde tangente par �ltre médian [MSK95℄ et un estimateur de tangente par approximation par uneparabole [TLC05℄.



4.3. Estimateurs ontinus 1234.3.1 Estimateur de tangente par �ltre médianNous présentons les résultats expérimentaux de et estimateur, brièvement présenté au premierhapitre. Cet estimateur ne peut onverger asymptotiquement du fait du paramètre dont il dépend :la fenêtre de alul. En utilisant une éhelle logarithmique sur les expérimentation et estimateurfait une erreur moyenne onstante passé une ertaine résolution et e en fontion de la taille defenêtre hoisie, voir la Figure 4.3.1.
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Fig. 4.3.1 � Traé en éhelle logarithmique de l'erreur absolue moyenne de l'estimateur de tangentede Matas et. al. sur un erle de rayon 1. En absisse, l'inverse du pas de disrétisation.Ajoutons que même à base résolution, et estimateur semble avoir des défauts similaires à euxde l'estimateur de tangente symétrique : une très mauvaise estimation pour des points partiuliersautour des hangements de quadrants, la Figure 4.3.2.4.3.2 Approximation par une paraboleNous utilisons ii la méthode dérite dans [TLC05℄ qui est omme Lewiner et. al. l'indiquentun as partiulier de [CP05℄. Cette méthode onsidère une paramétrisation (x, f(x)) pour la ourbesous jaente où f est un polyn�me d'ordre 2 ; la ourbe sous-jaente est don supposée être uneparabole. Ensuite on herhe à minimiser les valeurs de la dérivée première et seonde de f aupoint d'intérêt C0 (hoisit omme origine du repère) selon l'erreur dé�nie par :
E(f ′(0), f ′′(0)) =

q
∑

i=−q

(

yCi
− f ′(0)xCi

− 1

2
f ′′(0)x2

Ci

)2Les solutions f ′(0) et f ′′(0) sont alulées expliitement (le problème est ramené lassiquementà la résolution d'un système linéaire utilisant des matries de Vandermonde). Le hoix de la fenêtrede alul n'est pas évident même sur la disrétisation d'une forme très régulière omme le erle,en pratique on observe des résultats moins bons que eux de l'estimateur λ-MST, omme l'attesteles Figure 4.3.3 et 4.3.4.
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Fig. 4.3.2 � Traé de l'angle de tangente en fontion de l'angle des points repérés en oordonnéespolaires. La forme est un erle de rayon 1 disrétisée pour un pas de grille égal à 0,1. Trait plein :tangente théorique ; ave des tirets : estimateur de Matas et. al. sur une fenêtre de alul de taille7 ; en pointillés : estimateur de Matas et. al. sur une fenêtre de alul de taille 11.
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Fig. 4.3.4 � Traé en éhelle logarithmique de la moyenne de l'erreur absolue de l'estimateur detangente utilisant l'approximation par une parabole, omparée ave l'estimateur λ-MST. La formede référene est un erle. En absisse, l'inverse du pas de disrétisation. L'estimateur λ-MSTapparaît ii être lairement meilleur.4.4 ConlusionCe hapitre s'est onentré sur l'une des appliations pratiques du omportement des segmentsmaximaux : l'estimation de tangente. Nous avons proposé un nouvel estimateur appelé λ-MST etson bon omportement à été lairement établi. En le omparant à deux autres méthodes ontinues,son potentiel pour des appliations en reonnaissane de forme semble très intéressant, surtout siles ourbes à analyser sont de grandes tailles et que l'appliation néessite une bonne préision dealul.Nous avons aussi indiqué les raisons qui nous poussent à roire que l'estimation de ourbure surla base des segments maximaux et plus généralement des parties linéaires n'est pas réalisable dansle as général. Ces remarques induisent que la reonnaissane et l'extration des aratéristiquesdes parties quadratiques des ourbes disrètes pourraient ertainement apporter des réponses auproblème de l'estimation de la ourbure.
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128 Chapitre 5. Conlusion et perspetivesCe mémoire a présenté de nombreux résultats sur les omportements des parties linéaires enombinant l'approhe issue de la géométrie arithmétique et elle d'une desription ombinatoirebasée sur les frations ontinues. De plus es résultats ont été généralisés aux disrétisés de formes�nies onvexes et lisses, e qui nous a permis d'utiliser es propriétés pour prouver la onvergenemulti-grille d'estimateurs disrets de tangente et de position, onséquene du omportement desparties linéaires. Nous synthétisons ii es résultats hapitre par hapitre avant d'évoquer les pistesde reherhes qui peuvent être dégagées de l'ensemble de es travaux ainsi que les questions qu'ilssoulèvent.5.1 SynthèseChapitre 1 :Ce hapitre a d'abord brièvement étudié la disrétisation de Gauss, notamment les ondi-tions sous lesquelles nous avons onservation de la topologie et onservation de la onvexité(Lemme 1.1.18). Il apparaît d'ailleurs que sous des hypothèses plus larges (forme de bord C2 aulieu de C3), es propriétés sont onservées (voir [La06℄). Pour la partie onernant les estimateursloaux nous avons proposé des ritères objetifs pour pouvoir les omparer (Setion 1.3.4). Uneextension de la dé�nition de onvergene multi-grille a été proposée pour les estimateurs loaux(Dé�nition 1.4.7).Chapitre 2 :Nous nous sommes attahés à présenter les parties linéaires disrètes selon l'approhe issue dela géometrie arithmétique et nous l'avons onjuguée ave une desription ombinatoire basée surles frations ontinues. Nous avons d'abord rappelé l'algorithme initial de Debled-Rennesson pourla reonnaissane des segments disrets et avons aussi rappelé ses extensions pour le retrait despoints qui permet un alul inrémental des segments disrets. La ombinaison des deux approhesnous a permis d'obtenir des propriétés sur la struture des segments disrets (Lemme 2.3.6 parexemple) et sur les liens entre l'arbre de Stern-Broot et la reonnaissane des segments disrets.Ces résultats ont induit des propriétés géométriques sur les segments maximaux (Théorème 2.4.14).Chapitre 3 :Cette partie s'est onentrée sur une étude �ne des liens entre la onvexité et les segmentsmaximaux, en partiulier les relations entres les arêtes d'un PCD et les segments maximaux. Cesonsidérations ont amené de nombreux résultats : sur la position de la ourbe onvexe (Proposi-tion 3.1.5), les types possibles de segments maximaux sur un PCD (Dé�nitions 3.1.9 et 3.1.11),la façon dont ils peuvent être plaés (Propositions 3.1.13, 3.1.14 et 3.1.15) et leurs ontraintesvis-à-vis des pentes d'arêtes (Proposition 3.1.16). Ces relations s'expriment aussi par l'absorptiondes arêtes par un segment maximal (Théorème 3.2.3), le nombre des segments maximaux (Théo-rème 3.2.5), leurs longueurs loales (Propositions 3.2.6 et 3.2.7) et la somme de leurs longueurs(Théorème 3.2.11).Les résultats préédents ont été étendus par l'étude asymptotique sur les disrétisés de formes�nies lisses et onvexes, reposant sur le théorème de Balog et Bárány. Nous avons ainsi obtenules ordres de grandeurs pour le nombre de segments maximaux (Théorème 3.3.3) et leur longueurmoyenne (Théorème 3.3.7). En�n après une brève étude expérimentale des paramètres des arêtessur des erles disrets, nous avons été amenés à formuler une onjeture sur le omportement desparamètres dérivant les arêtes disrètes (Conjeture 3.4.2).Chapitre 4 :



5.2. La question des autres estimateurs et des parties quadratiques 129Ce hapitre a tout d'abord e�etué une omparaison des estimateurs de tangente disrète baséssur les parties linéaires, et e, selon les ritères préonisés au premier hapitre (Setion 1.3.4). Ilapparaît ainsi très distintement que l'estimateur de tangente disret proposé, appelé λ-MST, estprobablement l'un des meilleurs existant. À ela nous avons ajouté la preuve de sa onvergenemulti-grille (Théorème 4.1.4). Nous avons aussi défrihé les problèmes de l'estimation de la ourburebasée sur la reonnaissane des segments disrets, notre opinion étant qu'elle n'est pas réalisable.En�n nous avons mené quelques expérienes ave d'autres estimateurs de tangente qui n'utilisentpas la reonnaissane de segments disrets. Il apparaît ii que es méthodes sont moins préiseset ne respetent pas la onvergene multi-grille, montrant ainsi que les méthodes disrètes ont unfort potentiel pour l'extration des aratéristiques géométriques.5.2 La question des autres estimateurs et des parties quadra-tiquesTout d'abord nous avons prouvé la onvergene multi-grille des estimateurs de tangente baséssur les segments maximaux. Peut-être pourrions nous prouver la onvergene moyenne de l'estima-teur basé sur les tangentes symétriques, on�rmant ainsi la onvergene moyenne de l'estimateurde normales proposé par Coeurjolly [Coe02℄ sous des hypothèses di�érentes. La réutilisation desestimateurs de tangente pourrait être utilisée pour les estimateurs de longueurs, ei failiteraitprobablement les preuves de onvergene de es estimateurs. Lahaud propose aussi dans son HDRla notion de onvergene multi-grille uniforme, e qui permet d'ajouter un ritère objetif sup-plémentaire pour le hoix d'un estimateur, et probablement l'un des meilleurs. Les preuves dee type de onvergene sont plus ardues mais plus fortes, donnant plus de �garanties� d'un bonomportement que la onvergene point-à-point.D'autre part une preuve formelle onernant la non-onvergene des estimateurs de ourburesbasés sur les parties linéaires nous semble importante et e pour deux raisons : tout d'abordela on�rmerait l'intuition donnée par le omportement moyen des longueurs des parties linéaires,prouvant ainsi leur limites. Ensuite ela motiverait naturellement la reherhe d'algorithmes pour lareonnaissane et l'extration des parties quadratiques disrètes. Bien que es pistes soient étudiéesdepuis de nombreuses années, il n'existe, à notre onnaissane, auune étude sur le omportementde es parties (longueur, nombre, déomposition anonique).Il y a fort à parier que le omportement de es parties révélera de nombreuses pistes de reherheet ouvrira peut-être la voie pour la reonnaissane de parties disrètes d'ordre quelonque. Le butétant à terme de pouvoir formaliser, pour une forme eulidienne, une sorte de développement detaylor par rapport au pas de disrétisation, de telles propriétés pourraient peut-être permettred'attaquer la résolution d'équations di�érentielles d'une façon purement disrète et e en utilisantl'arithmétique entière.5.3 La question de la dimension troisUne question qui se pose naturellement à la �n de e mémoire est de se demander ommentse omportent les parties linéaires des objets disrets en dimension trois ? Il nous semble que pourrépondre à ette question, il faudrait déterminer un algorithme utilisant uniquement la géométriearithmétique pour reonnaître es parties et e a�n de omprendre omme dans le as des segmentsdisrets quels sont les objets mathématiques sous-jaents. On penserait naturellement aux frationsontinues bi-dimensionnelles, et e même si elles se révèlent insu�santes pour approher des plansde pentes irrationnelles. D'autre part même si l'on sait reonnaître des parties linéaires en dimensiontrois, la formalisation des di�érentes lasses de plans disret est bien plus ardue que elle dessegments.



130 Chapitre 5. Conlusion et perspetivesAjoutons que le théorème de Balog et Bárány utilisé dans e mémoire est déjà généralisé auxdimensions quelonques, laissant entrevoir la possibilité d'une réutilisation similaire au as dela dimension deux si l'on parvient à surmonter un autre problème di�ile : relier les faettes del'enveloppe onvexe aux plans disrets. Ii aussi, le omportement des parties linéaires en dimensiontrois pourrait aider à onevoir un développement de taylor par rapport au pas de disrétisation.Bien sûr l'intérêt de l'étude des parties quadratiques en dimension trois est immense mais etobjetif semble enore bien trop di�ile pour l'instant.5.4 La question des autres disrétisationsL'utilisation du théorème de Balog et Bárány impose la disrétisation de Gauss, mais unequestion légitime est de savoir si les ordres de grandeurs mis en jeu restent les mêmes en hangeantde disrétisation, par exemple en hoisissant une disrétisation par aire. Sur e sujet notre opinionest que le omportement global n'est pas hangé. Une première piste est de onsidérer que ladisrétisation par aire pour ν égal à 1
2 et la disrétisation de Gauss tendent vers le même objetdisret à l'in�ni. En e�et pour des pas de disrétisation su�samment petits, la ontinuité de laforme eulidienne implique que le bord de la forme traversant une ellule est quasiment une droite.Ainsi pour obtenir une aire valant la moitié de elle de la ellule ou plus, l'intérieur de la formeinterseté ave la ellule ontient le entre de ette ellule. C'est à dire la disrétisation de Gauss.D'autre part il nous semble lair que sur le bord des disrétisations extrêmes,Dig⊂ (X ) et Dig∩ (X ),le omportement des tangentes disrètes est le même que sur le bord de la disrétisation de Gauss.L'intuition est que pour un point du bord de la forme eulidienne les tangentes disrètes assoiéesà e point sur le bord des disrétisations Dig⊂ (X ), Dig∩ (X ) et DigGX pour des petits pas dedisrétisation ont des pentes très similaires ou identiques. Il su�t de prendre les disrétisationsd'un demi-plan pour s'en onvainre. Bien sûr les mêmes arguments peuvent être utilisés pour lesdisrétisations par aire. Par onséquent il nous semble que le théorème de Balog et Bárány peutaussi s'appliquer au as des disrétisations par aire. Induisant naturellement le même omportementdes parties linéaires.5.5 La question des autres pavagesUne question fondamentale qui est soulevée par le omportement des parties linéaires est desavoir si e omportement est dépendant de la grille disrète hoisie. Notre opinion sur e sujetest que les ordres de grandeur des omportements des parties linéaires restent inhangés vis-à-visdes autres pavages réguliers (triangulaire et hexagonal). L'intuition est que l'on obtient le pavagetriangulaire par �isaillement� et subdivision du pavage arré (voir Figure 5.5.1). Tout ensemblede ellules arrées A du plan disret est ontenu dans un ensemble de ellules triangulaires, le pluspetit ensemble de ellules triangulaires ontenant A est tel que le rapport du nombre de ellulesentre A et T est une onstante. On peut établir le même rapport entre le pavage hexagonal et lepavage triangulaire, don aussi du pavage arré au pavage hexagonal. Ainsi l'ordre de grandeur desparties linéaires ne dépend pas du pavage hoisi.

Fig. 5.5.1 � Du pavage arré au pavage triangulaire.
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