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Chapitre 1

Introdution

L'imagerie numérique représente atuellement un enjeu tehnologique majeur dans des do-

maines variés tels que l'imagerie biomédiale, la vision par ordinateur, la modélisation et la

simulation, la transmission et la ompression. . . Dans toutes es appliations, il est primor-

dial de disposer d'une représentation d'images adaptée. Il existe une grande variété de telles

strutures dépendant prinipalement du type d'information que l'on souhaite exprimer sur es

images. Nous nous sommes, dans ette thèse, partiulièrement intéressés aux modèles utilisés

pour représenter la topologie des images. Nous justi�ons e hoix dans la première partie de

ette introdution avant de présenter l'organisation du manusrit.

1.1 Motivations : topologie et imagerie numérique

Nombre de questions intervenant en imagerie numérique, aussi bien en analyse qu'en mo-

délisation, sont liées, plus ou moins expliitement, à des notions topologiques. Répondre à es

questions implique don d'identi�er les propriétés topologiques mises en jeu et surtout de déter-

miner omment transférer des notions dé�nies sur des espaes ontinus vers les espaes disrets

assoiés aux images.

Nous introduisons i-dessous quelques enjeux inontournables en analyse et modélisation, les

notions topologiques qui les sous-tendent et les di�ultés renontrées pour les traduire en terme

de disret.

Struturation d'images en régions

Une image est généralement dé�nie omme un ouple (S, I) où S est un ensemble struturé

appelé support ou domaine (en général une grille régulière) et I est une fontion qui assoie à

haque élément de S une quantité (e.g. une ouleur). Cependant, de nombreuses appliations

(segmentation, modélisation géométrique, onstrution de pyramides d'images. . .) néessitent

de pouvoir manipuler non pas les éléments de base de l'image (pixels) mais des agrégats de es

éléments. Une image sera alors assoiée à une ou plusieurs strutures dérivant les sous-ensembles

onstruits sur ses éléments et les liens qui les unissent.

Ce sont essentiellement des ritères topologiques qui permettent d'exprimer les relations

entre ensembles d'éléments (e.g. adjaene de région). En outre, l'observation de propriétés

topologiques est aussi souvent à l'origine de la onstrution même des assemblages.

Ainsi, une image est parfois dérite par une partition de l'espae sous-jaent. La stru-

ture orrespondante représente alors les régions de l'image et les relations d'adjaene entre es

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

régions. Lorsque l'image est étiquetée, autrement dit lorsqu'un label est assoié à haun de

ses éléments, son déoupage peut, par exemple, être réalisé par extration de ses omposantes

onnexes (prinipe lassiquement utilisé pour des algorithmes de segmentation).

La onstrution de pyramides d'images peut, elle aussi, être onditionnée par des proprié-

tés topologiques. Les pyramides d'images permettent de disposer de plusieurs représentations

d'une même image à di�érents niveaux de résolution. L'idée sous-jaente est que ertains algo-

rithmes peuvent produire d'aussi bon résultats sur un version simpli�ée de l'image (judiieu-

sement onstruite) que sur l'image initiale ave un oût alulatoire bien moindre. Le n÷ud

du problème onsiste ii à bâtir haun des niveaux de la pyramide de façon appropriée. Cer-

taines pyramides, notamment utilisés pour des algorithmes de segmentation d'images, sont ainsi

onstruites en s'appuyant sur des ritères topologiques (onnexité).

Continuité / Connexité

L'analyse d'images vise d'abord à extraire les di�érents objets ontenus dans une image.

Intuitivement, un objet orrespond à une région ontinue de l'image aratérisée, par exemple,

par une ouleur. Cette notion de "ontinuité de région" est le pendant de la propriété topologique

dite de onnexité (Déf. A.10 page 211). Pour transférer ette notion dans le domaine disret,

il est ourant d'introduire une notion d'adjaene entre les éléments de l'image dont la l�ture

transitive dé�nira la onnexité. On peut déjà noter qu'une telle méthode onsiste en réalité à

dé�nir une onnexité par ars (plus restritive que la onnexité générale de topologie lassique).

La �gure 1.1 illustre les di�ultés inhérentes à la dé�nition d'une telle onnexité disrète dès

la dimension 2. La �gure 1.1-a montre en e�et deux ourbes fermées ontinues : une noire sur

fond blan et une blanhe sur fond noir. Ces ourbes séparent sans ambiguïté leur intérieur de

leur extérieur. La �gure 1.1-b représente une possible disrétisation de es ourbes. Pour que

l'ensemble de pixels noirs à gauhe et l'ensemble de pixels noirs à droite onstituent haun une

ourbe fermée, à l'instar de leurs analogues ontinus, il n'existe qu'un hoix d'adjaene. Deux

éléments de l'image sont adjaents s'ils partagent une arête ou un sommet. Une telle dé�nition

n'est ependant pas satisfaisante ar si les ourbes sont bien dé�nies, elles ne possèdent plus la

propriété de séparation de leurs analogues ontinus. Les pixels blans à droite (resp. les pixels

noirs à gauhe) onstituent une seule omposante onnexe et ne sont don pas séparés en deux

omposantes par la ourbe noire (resp. blanhe). La solution habituellement envisagée onsiste

à utiliser une onnexité di�érente pour les pixels noirs et les pixels blans. Cependant une telle

méthode ne permet de reonnaître qu'une des deux ourbes. En e�et, si deux pixels noirs sont dit

adjaents lorsqu'ils partagent une arête ou un sommet et si deux pixels blans sont dit adjaents

lorsqu'ils ont une arête en ommun, alors l'ensemble des pixels blans à droite sera vu omme 4
omposantes onnexes et non omme une ourbe fermée. Une autre solution, plus oûteuse en

terme de mémoire, onsiste à réaliser un sur-éhantillonnage de l'image qui introduit entre les

éléments de l'image des éléments de dimensions inférieures permettant de les onneter. Toute

la di�ulté réside alors dans le hoix d'une méthode dé�nissant la onnexité à l'aide de es

éléments additionnels.

Bord d'un objet

En analyse aussi bien qu'en modélisation, il est ourant de vouloir dé�nir un objet à l'aide

de son bord. En e�et, une telle représentation est bien moins oûteuse d'un point de vue mé-

moire que elle onsistant à stoker tous les éléments de l'objet. Les notions orrespondantes

en topologie lassique sont elles de ourbe fermée en deux dimensions et de variété topologique
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(a) Image omposée de deux ourbes fer-

mées

(b) Image équivalente au niveau pixel

() Image sur-éhantillonnée : des éléments intermédiaires (en

gris) sont utilisés pour dé�nir la onnexité des pixels gris

Fig. 1.1 � Di�ultés inhérentes à la dé�nition d'une onnexité disrète.
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(a) Objet disret 2D omposé de pixels

noirs, dont on veut déterminer le bord

(b) Frontière omposée de pixels de l'objet
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() Frontière omposée de ouple de pixels

(un gris et un rayé partageant une arête)

(d) Image sur-éhantillonnée : frontière

omposée d'éléments intermédiaires (en

gris)

Fig. 1.2 � Exemple de dé�nitions de surfaes en 2D.
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(Setion A.3 page 221) dans les dimensions supérieures. Intuitivement, la dimension du bord

d'un objet est inférieure d'une unité à la dimension de l'objet. Cependant, il n'existe a priori pas

de notion de dimension sur les ensembles disrets lassiquement assoiés aux images. Ceux-i

sont, en e�et, généralement omposés d'un type unique d'élément (pixel en 2D, voxel en 3D,

spel ou xel en nD). Comment dé�nir alors la surfae des objets ? Plusieurs possibilités pour

représenter des éléments de surfaes apparaissent sur la �gure 1.2. Une fois que l'on a dé�ni la

nature des éléments qui vont omposer une surfae (spel, paire de spels. . .), se pose le problème

de la dé�nition de la surfae elle-même. Il s'agit de dé�nir un ensemble d'éléments de surfae

qui sépare sans ambiguïtés un objet du reste de l'image, autrement dit, qui véri�e une version

disrète du théorème de topologie lassique dit de Jordan-Brouwer (Th. A.31 page 222).

Invariants topologiques

La topologie s'avère aussi préieuse pour des appliations de reonnaissane de formes. Deux

images représentant un même objet ou des objets d'une même famille peuvent présenter des dif-

férenes géométriques (éhelles ou proportions di�érentes, déformations provenant par exemple

du proédé d'aquisition utilisé) mais la plupart du temps elles respetent la topologie des objets

(Fig. 1.3).

Le problème onsiste alors à omparer la topologie de di�érents objets disrets. Dans la

topologie lassique, il existe di�érents niveaux de omparaisons qui sont détaillés dans la setion

A.2 et dont la tradution et l'utilisation dans le domaine disret sont loin d'être triviales. En

outre, il est toujours plus faile de véri�er que deux objets sont topologiquement di�érents que

de prouver qu'ils sont topologiquement semblables. Les outils utilisés en topologie lassique sont

appelés invariants topologiques ar ils possèdent la même valeur sur des objets topologiquement

équivalents.

Parmi eux, ertains, omme la onstante d'Euler ou les groupes d'homologie et de ohomologie,

reposent sur une déomposition ellulaire de l'espae et néessitent l'ajout d'information sur

l'espae disret représentant l'image pour pouvoir être utilisés.

D'autres permettent d'obtenir une version simpli�ée d'un objet tout en préservant sa topo-

logie. Cette idée a été reprise dans le adre des images et a onduit à la dé�nition de proessus

d'aminissement et de squelettisation d'objets par retraits séquentiels ou parallèles de points. La

prinipale di�ulté onsiste à aratériser les points que l'on peut e�etivement enlever à l'objet

sans modi�er la topologie de l'image. Généralement, on ne parvient à préserver qu'une propriété

moins forte : le type d'homotopie. Aussi les proédés d'aminissement et de squelettisation ne

peuvent-ils généralement pas se ontenter de l'information topologique et doivent-ils prendre en

ompte la géométrie des objets a�n d'obtenir des résultats exploitables. Pour une appliation de

reonnaissane de aratères par exemple, les lettres "E" et "F" sont homotopiquement équiva-

lentes (elles sont même homotopiquement équivalentes à un point) et ne peuvent être distinguées

que par le nombre de lignes horizontales qui les omposent.

Dans des appliations de modélisation ou des appliations mettant en ÷uvre des modèles

déformables, il est aussi ruial de pouvoir ontr�ler la topologie. En e�et, e type d'appliations

onstruit ou déforme des objets qui doivent pouvoir "exister" dans un espae de dimension

donnée (généralement 3D). Formellement, on dit qu'ils doivent être plongeables dans l'espae

hoisi. Un tore peut ainsi être onstruit dans un espae de dimension 3 tandis qu'une bouteille

de Klein n'"existe" pas dans un espae de dimension 3 et ne peut être plongée que dans un

espae de dimension supérieure ou égale à 4. Pour déterminer si un objet est plongeable dans

un espae de dimension donné, il su�t parfois de regarder un invariant topologique partiulier :
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(a) Di�érentes versions de la lettre E

(b) ()

(d) (e)

Fig. 1.3 � Di�érentes images représentant la lettre E possédant des géométries di�érentes mais

la même topologie.
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les groupes d'homologie.

En�n, pour onlure, on peut remarquer que les invariants dé�nis en topologie lassique ont

des pouvoirs d'expression di�érents (f Fig. 1.4). Ainsi, outre les di�ultés inhérentes à leur

transription sur des espaes assoiés à des images, on se trouve aussi onfronté au problème

de mesurer leur e�aité de disrimination dans le adre partiulier des appliations d'imagerie

visées.

(a) (b)

Fig. 1.4 � Exemple de deux images qui peuvent être di�éreniées via leurs groupes d'homotopie

mais pas via leurs groupes d'homologie.

1.2 Organisation du manusrit

Au travers de ette thèse, nous nous sommes intéressés à la fois aux strutures topologiques

utilisées pour représenter des images et aux outils topologiques qui pouvaient leur être adjoints.

Le premier hapitre présente un tour d'horizon des di�érentes strutures proposées dans

la littérature pour représenter la topologie d'images, ainsi que des notions et algorithmes qui

leur ont été assoiés. Cette étude préliminaire ne prétend pas être exhaustive. Elle montre

ependant qu'il existe deux prinipales manières de struturer une image, l'une à l'aide d'un

graphe d'adjaene, l'autre via un modèle ellulaire. Elle permet de souligner que l'approhe

graphe fournit un adre de travail aeptable en basses dimensions et lorsque les images sont

expliitement onstruites sur une grille régulière, mais que leur extension à des images plus

génériques (en terme de type de support et de dimension) est une gageure. Elle met aussi en

évidene la variété des modèles développés dans le adre ellulaire, et leur plus grande génériité.

Cependant, haune de es strutures a été développée dans un adre préis et si la philosophie

les sous-tendant est la même, elles présentent de nombreuses di�érenes, tant au niveau de leur

dé�nition que des outils topologiques qui leur ont été expliitement assoiés.

Cette apparente diversité au sein de es modèles ellulaires nous a amené à nous interroger

sur les liens qui pouvaient exister entre eux. Nous nous sommes plus préisément intéressés aux

modèles qui paraissaient les plus généraux (en terme de dimension et de types d'objets repré-

sentés). Ce hoix se justi�e aisément dans la mesure où la plupart des modèles plus spéialisés

apparaissent omme des as partiuliers de es modèles généraux. Nous nous sommes de plus

onentrés sur des modèles utilisés dans des ontextes di�érents (analyse, modélisation. . .), mu-
nis d'outils topologiques omplémentaires (notions de onnexité, algorithmes de squelettisation,
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opérateurs de onstrution. . .) et liés à des méanismes de dé�nitions à première vue éloignés

(réursifs, onstrutifs. . .). Le deuxième hapitre de e manusrit dérit plus préisément les

modèles ellulaires étudiés : les ordres introduits par Bertrand et al., les omplexes ellulaires

utilisés par Dominguez et al. et les artes généralisées proposées par Lienhardt. Il permet de

mettre en avant leurs spéi�ités et les outils topologiques dont ils ont été équipés.

Le troisième hapitre onstitue la première ontribution réelle de ette thèse. Il montre om-

ment les modèles dérits dans le hapitre préédent peuvent être mis en relation. La première

partie vise à ombler un des manques onstatés lors de l'étude des modèles ellulaires. En e�et,

peu d'entre eux ont été munis d'outils permettant de traduire et d'expliiter di�érentes onnexi-

tés entre éléments d'une image. De plus, les rares qui en ont été dotés possèdent des propriétés

géométriques ontraignantes. Nous expliquons ii omment aratériser de manière purement

ombinatoire un sous-ensemble des ordres et un sous-ensemble des omplexes ellulaires équi-

valents et ompatibles ave les notions de onnexité proposées sur les omplexes polyédriques

par Dominguez et al. La deuxième partie du hapitre se onsare à l'étude des ordres et des

artes généralisées, modèles très di�érents à première vue. Elle dé�nit une sous-lasse des artes

généralisées et prouve via la dé�nition d'une struture intermédiaire, qu'elle est équivalente à

une sous-lasse des ordres déjà existante (les n-surfaes). Les appliations de onversion entre

modèles sont, en outre, formellement expliitées.

Le quatrième hapitre s'intéresse, quant à lui, à un invariant topologique partiulièrement

adapté aux modèles de représentation ellulaire : les groupes d'homologie. Ces groupes per-

mettent, entre autres, de déteter les trous d'un objet en n'importe quelle dimension. En outre,

ontrairement à d'autres invariants, ils sont alulables et omparables. Ils ont, jusqu'à présent,

été assez peu utilisés dans le adre de l'imagerie numérique. Nous ommençons don par ex-

pliquer l'intuition qui se ahe derrière la onstrution de es invariants avant d'en donner la

dé�nition formelle. Nous présentons ensuite les di�ultés inhérentes au alul e�etif de es

groupes (omplexités en temps et en mémoire élevées) et les prinipales solutions déjà envisa-

gées. Puis nous proposons une nouvelle méthode de alul qui ombine les avantages de deux

méthodes existantes. Elle permet, en e�et, d'obtenir une aratérisation de es groupes, auto-

risant ainsi une omparaison aisée de di�érents objets selon leurs groupes d'homologie, et de

déterminer par la même oasion un sous-ensemble d'éléments entourant haque trou d'un objet

(en n'importe quelle dimension).

Nous onluons e manusrit par un bilan des travaux réalisés et une desription des pers-

petives qu'ils nous ont ouvertes.

1

1

On trouvera en annexe di�érents rappels qui peuvent s'avérer utiles pour la ompréhension du manusrit.



Chapitre 2

Topologie des images

Le terme topologie a été introduit par Listing [133℄ au XIX ème
sièle, il signi�e étymolo-

giquement �étude des lieux�

1

. Il s'agit en fait de e qu'Euler, puis Riemann et Poinaré après

lui, nommaient Analysis situs. Pour une première dé�nition, laissons la parole à elui qui lui a

donné son nom :

�By topology we mean the dotrine of the modal features of objets, or of

the laws of onnetion, of relative position and of suession of points,

lines, surfaes, bodies and their parts, or aggregates in spae, always

without regard to matters of measure or quantity.� Listing.

La topologie s'intéresse don aux propriétés struturelles d'objets en mettant de �té leurs

mesures et leur forme exate. Deux objets sont ainsi dits topologiquement équivalents si l'on

peut passer indi�éremment de l'un à l'autre par une transformation ontinue (appelée homéo-

morphisme). La topologie permet aussi d'étudier les relations entre di�érents objets (positions

relatives, inlusion. . .)
La notion de base en topologie est le voisinage. Une topologie peut-être dé�nie sur un en-

semble d'éléments dès lors qu'en haque élément de et ensemble, on est apable de dé�nir une

notion de voisinage véri�ant ertains axiomes.

Comme nous l'avons déjà évoqué en introdution, la topologie joue un r�le essentiel dans

tous les domaines liés à l'imagerie. En analyse, par exemple, on souhaite pouvoir distinguer

les di�érentes régions d'une image, et obtenir leurs relations d'adjaene. A ette �n, il est

néessaire de dé�nir la notion de onnexité qui n'est rien d'autre qu'une propriété topologique.

On désire souvent déterminer et parfois aussi parourir le bord des objets présents dans une

image. On a don besoin de dé�nir une notion de surfae, notion qui a déjà été dé�nie en

topologie lassique. Certaines appliations requièrent en outre de aratériser un objet par une

struture topologique équivalente plus simple. On parle alors d'aminissement homotopique.

Dans un autre ordre d'idée, on aimerait pouvoir omparer di�érents objets d'un point de vue

purement topologique. Il peut arriver, par exemple, qu'un objet présent dans plusieurs images

apturées à des instants di�érents, ait subi des déformations élastiques au ours du temps. Il peut

ainsi avoir perdu sa forme et les mesures qui le aratérisaient mais avoir gardé sa topologie.

On herhe don à assoier à un objet un ensemble de propriétés qui ne dépendent que de

sa topologie. On les nomme tout simplement invariants topologiques. En modélisation, il est

ourant de dé�nir un objet à l'aide d'une struture topologique à laquelle sont adjointes des

informations géométriques. Un objet peut ainsi être topologiquement dé�ni par une subdivision

1

du gre τoπoσ : lieu et λoγoσ : disours raisonné

9
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de ses bords, 'est à dire par un ensemble de ellules reliées par des relations d'inidene. Le

plongement géométrique est alors réalisé par l'assoiation d'une forme à haune des ellules.

L'existene d'un tel plongement dans un espae de dimension donné peut, pour ertains objets

(notamment des surfaes fermées), être reliée à une propriété purement topologique liée aux

groupes d'homologie.

Dans ette partie, nous allons tout d'abord survoler les notions essentielles de topologie

générale que l'on souhaite pouvoir utiliser sur des images

2

. Puis nous évoquerons les di�ultés

inhérentes à la tradution de telles notions sur des espaes disrets et les démarhes lassiquement

utilisées. Nous verrons qu'il existe prinipalement deux manières de struturer une image, l'une

fondée sur la notion de graphe, l'autre sur elle de struture ellulaire. Nous présenterons les

travaux assoiés à haune de es approhes d'abord dans le adre des images onstruites sur Z
n

puis nous montrons omment se généralisent es approhes. Nous onluerons e hapitre par

un bilan de ette étude.

Nous évoquons dans e hapitre, un grand nombre de modèles utilisés pour représenter des

images, une série de tableaux donnent une vue synthétique des aratéristiques prinipales de

es strutures. Les tableaux 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 dérivent respetivement les modèles "graphes",

utilisés pour représenter une image au niveau pixel, puis au niveau région et les modèles "ellu-

laires" assoiés eux aussi au niveau pixel, puis région. Les tableaux 2.5 et 2.6 rassemblent pour

di�érentes familles de modèles les notions topologiques qui leur ont été assoiées. Ces tableaux

se trouvent sur les pages 26 à 30.

2.1 Topologie lassique

Dé�nir une topologie sur un ensemble onsiste lassiquement à y aratériser une famille de

sous-ensembles, appelés ouverts, véri�ant ertains axiomes (f Déf. A.1 page 203). Plus prohe de

son sens étymologique, il existe une manière équivalente d'assoier une topologie à un ensemble

en se fondant sur la notion de voisinage (f Thé. A.5 page 205).

2.1.1 Types de topologie

Il existe di�érents types de topologie. Plusieurs lassi�ations ont été proposées a�n de rendre

ompte de ette variété. Nous évoquerons ii deux de es approhes, auxquelles il est souvent

fait référene lorsque l'on souhaite assoier une topologie à une image. La première s'intéresse

à la densité des ouverts dans l'espae onsidéré. L'espae est, dans e as, aratérisé par ses

propriétés de séparation. Il s'agit de omparer les familles de voisinages de tout ouple de points,

et de regarder omment les ouverts qu'elles ontiennent séparent les deux points. Les axiomes

de séparation permettent de formaliser ette lassi�ation. Un espae est alors dit Ti-séparé s'il
véri�e les ième axiome de séparation Ti. Ces axiomes sont dé�nis hiérarhiquement de sorte qu'un

espae Ti-séparé soit Tj-séparé pour tout j < i.

2

Des rappels plus formels de topologie générale se trouvent dans l'annexe A
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La topologie naturelle sur la grille Z
2
, pour laquelle tout singleton est un ouvert,

est de type T2 : étant donnés deux éléments de l'espae, P et Q, il existe au moins

un voisinage de l'un et de l'autre qui sont disjoints : {P} et {Q}.
La topologie d'un COTS (Conneted Ordered Topologial Spae) dé�ni par Kha-

limsky [104℄ est T 1

2

, si le COTS ontient plus de trois éléments : tout singleton

de l'espae est soit ouvert, soit fermé. La topologie d'un produit artésien de plu-

sieurs COTS est T0 : pour tout ouple de points, il existe un voisinage de l'un qui

ne ontient pas l'autre.

La topologie induite sur un omplexe ellulaire est elle-aussi T0.

La seonde se fonde sur les propriétés de l'ensemble sur lequel est onstruite la topologie.

On parle ainsi de topologie algébrique lorsque l'ensemble onsidéré peut être muni de strutures

algébriques (groupe, anneau. . .). La topologie ombinatoire [8℄ est une restrition de la topologie

algébrique aux objets ombinatoires, et la PL-topologie [37℄ onerne des objets enore plus

spéi�ques : les surfaes triangulées. Dans un autre ordre d'idée, la topologie di�érentielle [32℄

travaille sur des variétés (f Déf. A.30) di�érentiables, autrement dit C∞
. Une notion semble-t'il

plus réente est elle de topologie ombinatoire di�érentielle [73, 74℄ qui s'intéresse aux objets

ombinatoires di�érentiables. En�n, les espaes métriques sont des espaes possédant une notion

de distane. La topologie métrique est la topologie qui déoule naturellement de la distane dé�nie

sur l'espae. Les espaes métriques les plus utilisés sont onstruits sur une métrique eulidienne.

Les métriques riemaniennes sont aussi parfois employées [182℄.

De nombreuses autres topologies pourraient être itées ii mais nous nous sommes volontai-

rement limités aux plus signi�atives du point de vue de la manipulation des images. Le shéma

A.1 page 209 en annexe A réapitule les topologies itées i-dessus et met en évidene les liens

qui les unissent.

Ainsi, dans la plupart des appliations s'appuyant sur des outils topologiques, il est possible

d'enrihir l'information topologique initiale de propriétés liées à la nature de l'ensemble onsidéré.

Ces informations additionnelles permettent d'améliorer l'analyse de et ensemble.

2.1.2 Caratérisations et omparaisons de topologies

Comme nous l'avons déjà évoqué préédemment, la prinipale raison d'être de la topologie

réside dans l'étude de la morphologie, autrement dit de la struture d'ensembles indépendamment

de leur forme.

Il est don néessaire de pouvoir di�érenier des ensembles selon des ritères purement to-

pologiques. Aussi, la notion essentielle est-elle l'équivalene topologique entre deux ensembles

munis d'une famille d'ouverts.

Cependant, l'équivalene strite entre deux espaes topologiques, appelée homéomorphisme

(f Déf. A.8 page 210), est extrêmement di�ile à prouver. On se ontente souvent d'étudier des

propriétés, appelées invariants topologiques, qui ne aratérisent que partiellement la struture

topologique d'un ensemble. De telles propriétés sont généralement dé�nies dans le adre de la

topologie algébrique. Elles néessitent parfois de se plaer dans le adre enore plus restreint de

la topologie ombinatoire, en imposant l'utilisation d'une déomposition ellulaire de l'espae.

Nous présentons brièvement ii les invariants les plus ouramment employés. Il existe plu-

sieurs moyens de lasser es propriétés. On peut, par exemple, les lasser suivant leur puissane

de représentation. Certains permettent en e�et de aratériser plus �nement la topologie que

d'autres.
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Le shéma 2.1 page 13 montre la hiérarhie des invariants algébriques que nous

étudions ii. Voii en outre quelques exemples d'objets qui sont identiques du point

de vue d'un invariant mais di�érents du point de vue d'un invariant "supérieur" :

� Les graphes X et Y (Fig. 2.2(a)) sont homotopes mais non homéomorphes, de

même un disque et un point, ou un ruban de Möbius (Fig. 2.3) et un erle,

� L'objet omposé de 2 erles (sphère de dimension 1 : S1
) et d'une sphère de

dimension 2 dont on a identi�é un point (wedge sum of 2 irles and a 2-sphere)
homéomorphe à l'objet gauhe de la �gure 2.2(b), dénoté par S1∨S1∨S2

possède

la même homologie que le tore à droite de la �gure 2.2(b), noté par S1 × S1
.

Ces deux objets ne sont ependant pas homotopes.

� Les objets B et C (Fig. 2.2()) ont la même aratéristique d'Euler mais ni les

mêmes nombres de Betti, ni les mêmes groupes d'homologie. B est notamment

onnexe sans trou, tandis que C possède deux omposantes onnexes et un trou,

� Le plan projetif omplexe

3

dénoté par CP 2
et l'espae S2 ∨ S4

(une 2-sphère et

une 4-sphère ollées en un point) ont même ohomologie mais pas le même type

d'homotopie.

On peut aussi di�érenier les invariants selon le type de topologie (algébrique, di�érentielle. . .)
que leur dé�nition requiert.

Nous avons aussi hoisi de lasser les invariants en deux familles. Nous distinguons eux

qui peuvent être étudiés sur des espaes quelonques (éventuellement munis d'une topologie

algébrique) de eux qui se fondent sur une déomposition ellulaire de l'espae assoié. Nous

verrons par la suite que ette distintion se retrouve dans les deux prinipales approhes utilisées

pour onstruire une topologie sur des images.

Invariants sur un espae quelonque

Parmi es propriétés, on s'intéressera plus partiulièrement aux notions de onnexité, de

dimension et d'homotopie.

Il est naturel de ommener par se demander si un espae topologique est "d'un seul tenant"

ou bien omposé de plusieurs parties. Les notions de onnexité ( Déf. A.10 page 211) et de om-

posantes onnexes (Déf. A.11 page 211) formalisent ette question. Les invariants topologiques

algébriques que nous verrons ultérieurement permettront, entre autres, de déteter dans des

espaes topologiques des "oupures" plus subtiles, qui ne partagent pas un espae en plusieurs

parties mais y réent des "trous".

La �gure 2.4 montre des exemples de sous-espaes de R
2
onnexes (B et C) et

non onnexe (B ∪C)

On peut noter que deux omposantes onnexes qui partagent un élément sont onfondues.

Ainsi l'ensemble des omposantes onnexes d'un espae topologique en réalise une partition. Il

existe, en outre, une autre notion de onnexité, dite onnexité par ars ou onnexité par hemins

(Déf. A.13 page 214), qui est, en général, plus restreinte que la notion de onnexité lassique

(Thé. A.14 page 214), mais s'avère équivalente sur ertaines strutures topologiques partiulières.

3

Le plan projetif omplexe onsiste en l'ensemble des lasses d'équivalene [a, b, c] des triplets ordonnés (a, b, c)
de C

3 − {(0, 0, 0)} pour la relation d'équivalene (a, b, c) ∼ (a′, b′, c′) si (a, b, c) = (λa′, λb′, λc′) pour un nombre

omplexe non nul λ.
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Homéomorphisme

Groupes d'homotopie

Groupes et anneaux de ohomologie

Groupes d'homologie

Nombres de Betti

Caratéristique d'Euler

Fig. 2.1 � Puissane de omparaison des invariants topologiques (algébriques) du haut en bas

par ordre déroissant.
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(a) Les graphes X et Y sont homotopes

mais non homéomorphes.

(b) S1∨S1∨S2
et le tore S1×S1

ont même homologie

mais pas même type d'homotopie.

β0 = 2, β1 = 1

B

χ = 1− 7 + 7 = 1

C

χ = 2− 6 + 5 = 1

β0 = 1, β1 = 0

() Les objets B et C ont la même aratéristique

d'Euler (1) mais ni les mêmes nombres de Betti, ni les

mêmes groupes d'homologie.

Fig. 2.2 � Comparaisons de la puissane de représentation des invariants topologiques algé-

briques.

Fig. 2.3 � Ruban de Möbius

Il existe plusieurs notions de dimension en topologie. La notion de dimension plus ourante

est sans doute elle introduite par Lebesgue, onnue sous le nom de dimension de reouvre-

ment ou dimension topologique. Elle généralise la notion de dimension eulidienne à des espaes
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B C

Fig. 2.4 � L'espae topologique assoié à B est onnexe, l'espae topologique assoié à l'ensemble

B ∪ C n'est pas onnexe.

quelonques (Déf. A.18 page 215).

L'invariant topologique que nous évoquons maintenant a été introduit par Poinaré pour

pallier ertains défauts d'autres invariants, les groupes d'homologie, qu'il avait préédemment

dé�nis pour aratériser la topologie d'espaes possédant une subdivision ellulaire. Ce sont aussi

des groupes, appelés groupes d'homotopie. A tout espae topologique, il est possible d'assoier

une suite de groupes d'homotopie. Le plus utilisé est le groupe d'homotopie de dimension 1 ou

groupe fondamental (Déf. A.21 page 216). Il repose sur les di�érentes manières de onstruire et

déformer de manière ontinue des ourbes fermées sur un espae topologique. Il se fonde sur la

dé�nition d'une relation d'équivalene, dite équivalene homotopique. On dira que deux ourbes

(ou deux hemins) sont homotopiquement équivalentes s'il existe une déformation ontinue qui

envoie l'une sur l'autre (f Fig. 2.5). De même on dira qu'une ourbe fermée est homotopique-

ment équivalente à 0 s'il existe une déformation ontinue qui envoie ette ourbe sur un point. Le

groupe fondamental d'un espae onnexe par ars est dé�ni omme le groupe des lasses d'équi-

valene pour la relation d'homotopie des ourbes fermées enrainées en un point. La dé�nition

des groupes d'homotopie de dimensions supérieures est similaire si e n'est qu'elle néessite la

dé�nition de la notion de "ourbe fermée" en n'importe quelle dimension (Déf. A.22 page 216).

w

c1

c2

v

Fig. 2.5 � Les hemins c1 et c2 sont homotopes dans R
2
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� Tous les hemins enrainé en un point d'un disque sont équivalents pour la

relation d'homotopie à un point. Le groupe fondamental du disque est don

isomorphe au groupe trivial 0.
� Les hemins enrainés en un point de la surfae d'un tore sont homotopes soit

à un des deux erles mis en valeur sur la �gure 2.6, soit à une ombinaison de

es deux erles. Le groupe fondamental du tore est don isomorphe au groupe

Z⊕ Z.

Fig. 2.6 � Mise en évidene des générateurs du groupe fondamental du tore.

Ces groupes bien que ontenant plus d'informations que les groupes d'homologie sont rare-

ment utilisés en pratique pare qu'ils sont très di�iles à aluler e�etivement.

Cependant, la notion d'homotopie permet de dé�nir d'autres notions partiulièrement utiles.

Il est ainsi parfois possible de omparer deux espaes selon leur type d'homotopie (Déf. A.23

page 217). Intuitivement deux espaes ont le même type d'homotopie si haun d'eux peut être

ontinûment déformé en l'autre. Certains espaes partiuliers ont le même type d'homotopie

qu'un point, autrement dit ils peuvent être ontinûment déformés jusqu'à être réduits à un

point. Ces espaes sont quali�és de ontratiles et font partie d'une lasse d'espae plus large,

les espaes simplement onnexes. Sur de tels espaes tout hemin fermé peut être ontinûment

déformé en un point.

� L'espae R
n
a le même type d'homotopie qu'un point.

� L'espae R
n − {0} a le même type d'homotopie que la sphère Sn−1

.

� La �gure 2.7 montre deux sous-espaes du plan eulidien, l'un simplement

onnexe, l'autre pas.

� R
2
est simplement onnexe, tandis que R

2−{0} ne l'est pas. Et pour tout n > 2,
Rn

et Rn
privé de l'origine sont simplement onnexes.

� La sphère Sn est simplement onnexe si et seulement si n ≥ 2

Autrement dit un espae simplement onnexe est un espae onnexe par ars dont le groupe

fondamental est trivial (i.e. ne ontient que l'identité). Il existe des espaes simplement onnexes

mais non ontratiles. L'exemple le plus onnu en est la sphère de dimension supérieure ou égale

à 2.

Tous les espaes ne sont pas ontratiles mais ils peuvent parfois se réduire à un sous-espae

plus petit possédant le même type d'homotopie. Il s'agit en quelque sorte de �projeter� un

espae sur un sous-espae approprié. Or en topologie, l'équivalent de la projetion s'appelle
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B C

Fig. 2.7 � Le sous-espae B est simplement onnexe, tandis que C ne l'est pas.

une rétration et le sous-espae obtenu un rétrate. Cependant, un rétrate n'a pas forément

le même type d'homotopie que l'espae originel. Pour garantir que ette propriété ne se perd

pas, il faut ontraindre la rétration à suivre ertaines règles. On parle alors de rétrate par

déformation (Déf. A.26 page 218). L'intérêt d'une telle opération est de pouvoir disposer d'un

objet plus simple de topologie très prohe de elle de l'objet initial.

La sphère Sn−1
est un rétrate par déformation de R

n
privé de son origine.

Invariants sur un espae muni d'une déomposition ellulaire

Nous nous intéressons maintenant à des invariants, issus de la topologie algébrique, nées-

sitant de pouvoir réaliser une déomposition ellulaire de l'espae (Fig. 2.8). Nous allons les

présenter suintement, en insistant plus partiulièrement sur leur pouvoir de représentation.
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(a) Déomposition

ellulaire de la

sphère S2
.
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(b) Déomposition ellulaire

du tore.

Fig. 2.8 � Exemple de déomposition ellulaire de deux objets simples.

Là, non plus, il ne s'agit pas de dresser une liste exhaustive de tous les invariants algébriques

mais plut�t de présenter eux qui peuvent s'avérer utiles dans le adre de l'imagerie numérique.

Nous évoquerons don ii la aratéristique d'Euler, les groupes d'homologie, les groupes et
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anneaux de ohomologie. Il est à noter qu'ils ont été, historiquement, inventés à peu près dans

et ordre, du plus faible au plus �able. En e�et, dès lors qu'un invariant ne parvenait pas

à di�érenier deux objets topologiques non homéomorphes, on herhait un nouvel invariant

apable de le faire.

La aratéristique d'Euler n'est pas à proprement parler un invariant algébrique mais elle

peut être reliée au rang des groupes d'homologie omme nous le verrons plus loin. Elle a d'abord

été introduite sur les polyèdres. Elle est alors égale au nombre de faes moins le nombre d'arêtes

plus le nombre de sommets. Elle a ensuite été étendue à des objets

4

de dimension n qui peuvent

être dé�nis par agglomération d'un nombre �ni d'éléments de dimension k, ou k-ellules pour k
allant de 0 à n (Déf. A.28 page 219). On peut montrer que la valeur de la aratéristique d'Euler

reste la même quelle que soit la déomposition ellulaire hoisie pour l'objet. Elle aratérise

don bien l'objet.

Les groupes d'homologie sont une autre atégorie d'invariants topologiques qui permettent

de mettre en évidene les "trous" d'un espae topologique. A un espae topologique est assoiée

une suite de groupes d'homologie {Hk} pour k supérieur ou égal à 0. H0 renseigne sur les

omposantes onnexes de l'espae, tandis que Hk, k > 0 aratérise ses "trous k-dimensionnels".

Ces groupes seront formellement dé�nis dans le hapitre 5 page 175. On peut juste noter ii qu'ils

néessitent la dé�nition d'un groupe Ck, appelé groupe des k-haînes, pour haque dimension k
présente dans la subdivision ellulaire. Chaun de es groupes permet de dé�nir la struture des

éléments d'une dimension donnée. Un élément de Ck est une haîne de dimension k, autrement

dit une ombinaison linéaire d'éléments de dimension k de l'espae ave des oe�ients pris

dans un groupe abélien. Une base naturelle d'un tel groupe est onstituée de l'ensemble des

éléments k-dimensionnels de l'espae. On assoie à es groupes une suite de morphismes {∂k :
Ck → Ck−1} qui préisent la notion de bord entre les éléments dont la dimension di�èrent de 1.
Ces morphismes doivent re�éter la propriété suivante : le bord d'un bord est nul. Autrement, dit

∂k∂k+1 = 0. On peut remarquer qu'il existe di�érents types d'homologie, haun lié au hoix du

groupe abélien dans lequel sont pris les oe�ients des haînes. Les groupes de oe�ients les

plus utilisés sont les groupes Z (groupe des entiers) et Z/pZ (groupes des lasses d'équivalene

des entiers pour la relation modulo p). Le groupe Z/2Z est partiulièrement utilisé lorsque les

ellules de la subdivision ne peuvent pas être munies d'une orientation.

La �gure 2.9 représente, par exemple, un objet omposé de 3 faes, 9 arêtes et 6
sommets. Il ne possède qu'une omposante onnexe : son groupe d'homologie de

dimension 0 est don isomorphe à Z. Il existe un trou de dimension 1, délimité

par les arêtes [v2, v4], [v4, v5] et [v5, v2] et auun trou 2-dimensionel. les groupes

H1 et H2 sont ainsi respetivement isomorphes à Z et au groupe trivial.

On se ontente de remarquer ii qu'il existe une relation entre le groupe fondamental π1 et

le groupe d'homologie de dimension 1, H1. Ces deux groupes étudient des boules de dimension

1. La di�érene essentielle est que deux yles orientés di�éremment appartiennent à la même

lasse d'homologie mais généralement pas à la même lasse d'homotopie. Le groupe d'homologie

de dimension 1 n'est rien d'autre que l'abélianisation du groupe fondamental (f Hather [90℄

page 166).

On appelle nème nombre de Betti et on note βn le rang du groupe d'homologie de dimension

n. β0
indique le nombre de omposantes onnexes de l'espae tandis que βn, n > 0 ompte le

4

Il s'agit de la lasse des omplexes ellulaires que nous reverrons plus loin.
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v6

v3

v5v4

v2v1

Fig. 2.9 � Déomposition ellulaire d'un sous-espae de R
2
.

nombre de "trous n-dimensionnels" de l'espae topologique. Les nombres de Betti sont des inva-

riants topologiques moins fort que les groupes d'homologie. On peut prouver que la aratéris-

tique d'Euler χ peut être reliée aux nombres de Betti de la manière suivante : χ =
∑n

r=0(−1)rβr.

Ainsi les nombres de Betti assoiés l'espae de la �gure 2.9 sont : β0 = 1, β1 = 1,
β2 = 0. Le alul lassique de la aratéristique d'Euler donne : χ = 3−9+6 = 0.
Cette valeur oïnide bien ave elle donnée par le alul en fontion des nombres

de Betti : χ = 1− 1 + 0 = 0. Un autre exemple de nombres de Betti assoiés à un

objet ellulaire est donné sur la �gure 2.2() page 14.

Il existe aussi un invariant topologique qui n'est autre que le dual des groupes d'homologie. Il

s'agit des groupes de ohomologie. Ils permettent aussi de aratériser les trous (plus préisément

les "o-trous") d'un espae. Cependant, leur struture algébrique est plus omplète que elle des

groupes d'homologie. Il est, en e�et, possible de leur adjoindre un produit : le up produt qui

leur donne une struture d'anneau.

2.1.3 Un espae topologique partiulier : la variété

Historiquement, les topologues se sont toujours partiulièrement intéressés aux espaes to-

pologiques qui ressemblaient, du moins loalement, à un espae de référene. Les variétés (Déf.

A.30 page 222) sont de tels espaes qui ont la propriété d'être loalement équivalents à un

espae eulidien. Plus prosaïquement, une variété lorsqu'elle est onnexe, fermée et ontenue

dans un espae eulidien de dimension juste supérieure, possède une propriété partiulièrement

intéressante. Elle sépare, en e�et, l'espae qui la ontient en deux parties, dont l'une est �nie.

Autrement dit, elle permet de dé�nir des objets au sein d'un espae topologique. Il s'agit en

quelque sorte d'une extension de la notion de ourbe fermée dé�nie dans des espaes 2D pour

des espaes de dimensions supérieures. Une ourbe fermée dans un espae 2D peut ainsi être

vue omme une variété de dimension 1.

La sphère de dimension n est bien sûr une variété topologique de même que le

tore, et la bouteille de Klein (Fig. 2.10), par exemple.

Une 2-variété fermée onnexe dans l'espae eulidien E3
est ommunément appelée une

surfae. Le théorème de Jordan dit qu'une surfae sépare E3
en deux omposantes onnexes
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(a) Constrution d'une

bouteille de Klein par

identi�ation deux

à deux des �tés du

retangle selon les sens

indiqués par les �èhes.

(b) Vue d'une bouteille de

Klein immergée (mais non

plongée) dans R
3
.

Fig. 2.10 � Bouteille de Klein.

dont l'une est �nie. Ce théorème s'étend dans les dimensions supérieures. Il est alors onnu sous

le nom de théorème de Jordan-Brouwer (Thé. A.31 page 222).

Un variété fermée et onnexe de dimension n− 1 plongée dans En est généralement appelée

une hyper-surfae.

Pour pouvoir di�érenier l'intérieur de l'extérieur d'une hyper-surfae, on herhe générale-

ment à attribuer une orientation à l'hyper-surfae. En e�et, il est possible de montrer que toute

(n − 1)-variété plongeable dans En est orientable

5

. Il existe plusieurs manières de dé�nir une

telle orientation sur une variété fermée de dimension n , l'une d'elles s'appuie sur le nème groupe
d'homologie (f Déf. A.32 page 222).

Dé�nir un analogue disret à ette notion de variété fermée orientable est un des Graal de

l'imagerie. En e�et, de tels espaes topologiques permettraient de aratériser des objets d'une

image simplement à l'aide de leurs bords. On verra que, dans la pratique, on doit souvent se

ontenter de dé�nitions moins restritives de bords d'objets mais qui respetent néanmoins un

analogue disret du théorème de Jordan-Brouwer.

2.1.4 Topologie lassique et appliations en imagerie

Le tableau i-dessous indique quelques utilisations possibles dans le ontexte de l'imagerie

numérique des prinipales notions topologiques dérites dans ette setion.

5

Le théorème, dit de dualité d'Alexander, permet de prouver que toute variété fermée de dimension n − 1
non-orientable n'est pas plongeable dans R

n
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Usage Propriété topologique Exemples d'appliations

Dé�nition d'objets

Connexité (dé�nition région) Segmentation, Modélisation,

Variété (dé�nition ontours) Constrution de pyramides

d'images. . .

Comparaison d'objets

Groupes d'homotopie

Groupes et anneaux de oho-

mologie

Caratérisation d'objets,

Groupes d'homologie Reonnaissane de formes. . .
Caratéristique d'Euler

Simpli�ation d'objets

Rétrate par déformation Squelettisation,

Plus généralement, transfor-

mation préservant un inva-

riant

Constrution de pyramides

d'images, Modélisation. . .

Aggrégation d'éléments de

l'image

Tout invariant topologique

6

Segmentation, Modélisa-

tion, Partition d'une image,

Constrution de pyramides

d'images. . .

2.2 Problématique des images : passage au disret

Les notions de topologie que nous venons de voir ne peuvent être utilisées telles quelles pour

la ompréhension et la manipulation des images. En e�et, pour pouvoir être traitées par un

ordinateur, les images doivent être dé�nies omme des ensembles disrets

7

. Or l'outil essentiel

de la topologie est la ontinuité. Le n÷ud du problème réside don dans la dé�nition d'une

notion de ontinuité ohérente sur les ensembles disrets utilisés pour représenter des images.

Nous allons évoquer ii les di�érentes façons d'assoier une struture topologique à une image,

d'abord au niveau pixel (autrement dit au niveau des partiules élémentaires de l'image), puis

au niveau régions (autrement dit, lorsqu'on veut travailler sur une partition de l'image).

2.2.1 Constrution d'une topologie au niveau élémentaire de l'image

Il existe di�érentes façon d'aborder la question. Classiquement, on onsidère quatre types

d'approhes : théorie des graphes, topologie ombinatoire, axiomatique, analogue ontinu. Elles

ne s'exluent généralement pas l'une l'autre et s'avèrent souvent omplémentaires.

L'approhe théorie des graphes, exploitée par exemple par Herman dans [94℄, onsiste à munir

l'espae disret d'une relation de voisinage entre ses points, d'où déoulent immédiatement les

notions de hemin, et de onnexité par ars. Il est alors aussi possible de dé�nir une notion

d'homotopie.

L'approhe topologie ombinatoire, abordée notamment par Kovalevsky dans [118℄, ontraint

l'ensemble disret employé à posséder la struture d'un omplexe ellulaire. Nous reviendrons

sur la notion de omplexe ultérieurement. Il nous su�t de dire pour le moment qu'une telle

struture permet, omme pour la théorie des graphes, de dé�nir des voisinages entre les éléments

de l'image mais possède en outre la faulté de mettre naturellement en évidene plusieurs notions

de voisinages. Il est alors possible de dé�nir di�érentes onnexités par ars, selon l'appliation

désirée. En outre, la struture d'un omplexe ellulaire est de nature algébrique, e qui permet

d'y onstuire les invariants topologiques algébriques dont nous avons parlé préédemment.

7

Un ensemble disret est un ensemble qui ontient un nombre dénombrable d'éléments
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L'approhe axiomatique, suivie par Khalimsky dans [104℄, se fonde sur la dé�nition lassique

des espaes topologiques ; on dé�nit sur l'ensemble disret une famille de sous-ensembles que l'on

appelle ouverts et qui doivent satisfaire des axiomes préalablement hoisis. Ces axiomes doivent

être le plus prohe possible des axiomes utilisés en topologie générale.

L'approhe analogue ontinu, utilisée entre autres par Dominguez et al. dans [58℄, herhe

à plonger l'ensemble disret dans un espae ontinu, généralement un espae métrique, souvent

eulidien, de sorte que les notions de topologie disrète de l'ensemble peuvent être déduites

des notions de topologie générale de l'espae ontinu. La justi�ation de ette approhe repose

sur le fait qu'une image est souvent obtenue par disrétisation d'un espae ontinu (générale-

ment eulidien). Le problème réside alors dans la mise en évidene d'un proessus approprié

de plongement, autrement dit un plongement qui soit le plus prohe possible de l'inverse de la

disrétisation utilisée.

Comme nous le verrons par la suite, es di�érentes approhes sont souvent utilisées en om-

plément les unes des autres et il n'est pas vraiment possible de lasser les modèles utilisés selon

le type d'approhe adopté.

Cependant, si l'on regarde exlusivement la struture des ensembles destinés à représenter

les images, on se rend ompte que deux prinipales philosophies émergent, qui orrespondent

grosso modo aux deux premières approhes mentionnées. Si l'on appelle spels les éléments es-

sentiels d'une image,

8

les deux manières de struturer l'ensemble disret orrespondant sont les

suivantes :

i). ajout d'une relation d'adjaene entre les spels

ii). ajout d'éléments intermédiaires de di�érentes natures entre les spels qui aratérisent dif-

férents types d'adjaene.

Il est maintenant important de préiser quelques points de voabulaire. En e�et, le terme

topologie disrète est malenontreusement employé dans di�érents ontextes pour dé�nir des

onepts partiellement voire totalement di�érents. Dans la topologie lassique, il a d'abord été

utilisé pour nommer une topologie partiulière pour laquelle tout sous-ensemble d'un espae

est ouvert. Mais il est aussi employé omme deuxième nom de la topologie d'Alexandro� (f

de�nition A.6 page 205). En fait dans le as des topologies T1 et T2, les deux notions oinident.

Mais e n'est pas le as pour les topologies T0. Dans le adre des images, il sert parfois à traduire

le terme digital topology introduit par Rosenfeld [168℄. En�n, il est aussi utilisé dans le sens très

général de topologie d'un espae disret.

En e qui nous onerne, nous parlerons de topologie digitale lorsqu'il s'agira de la topologie

dé�nie par Rosenfeld, et le terme topologie disrète sera préisé lorsque le ontexte ne lèvera pas

lui même l'ambigüité.

Cependant on peut d'ores et déjà dire que la topologie disrète dans le premier sens que lui a

donné la topologie générale ne nous sera guère utile. En e�et, ave une telle topologie, tout point

d'un espae disret est ouvert, e qui implique que l'espae omporte autant de omposantes

onnexes que d'éléments. Il est alors impossible de dé�nir des surfaes de Jordan et par voie de

onséquene des objets disrets sur une telle topologie.

2.2.2 Constrution d'une topologie relative à une partition de l'image

La plupart du temps une image dérivant des données de dimension n est la disrétisation

d'un espae ontinu, souvent un espae eulidien, de dimension n. Les deux prinipales méthodes

8

les éléments d'une image sont parfois aussi appelés xels
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utilisées pour dé�nir la struture d'une image partitionnée en régions trouvent leur origine dans

les deux façons de déouper un tel espae pour le disrétiser.

La première manière de disrétiser un tel espae onsiste à le partitionner en plusieurs régions

homogènes du point de vue de la dimension. L'espae disret est alors onstruit de la manière

suivante. On assoie à haque région de l'image un élément de l'espae disret ou spel. Puis

pour garder l'organisation interne de l'espae ontinu, on ajoute une relation binaire entre les

éléments disrets qui re�ète les relations de voisinage entre régions. La première manière de

struturer une image disrète est une abstration de ette onstrution. Elle revient à ajouter

simplement une relation d'adjaene entre les spels d'un espae disret. Cette méthode permet

de dé�nir un ertain nombre de notions topologiques même si la plupart des modèles ne peuvent

être assoiés à une topologie au sens général du terme. Ce modèle est isomorphe à un graphe

dont les sommets sont les spels de l'image et les arêtes la relation d'adjaene entre es éléments.

L'inonvénient de ette approhe réside dans son impossibilité à distinguer di�érents types

d'adjaenes entre régions. Elle représentera, par exemple, de manière similaire deux régions qui

sont pontuellement adjaentes et deux régions qui possèdent une frontière omplexe. Elle ne

saura pas non plus distinguer deux régions dont la frontière est d'un seul tenant de deux régions

séparées par une frontière possédant plusieurs omposantes onnexes (Fig 2.11).
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(a) 2 partitions en régions d'un même espae : à droite la région D n'est pas

onnexe et la frontière entre A et E non plus ontrairement à la �gure de

gauhe.

A
B

C
D

E

(b) Unique graphe d'adja-

ene représentant les deux

partitions en régions i-

dessus.

Fig. 2.11 � Limitations de la représentation par graphe d'adjaene.

La deuxième approhe a voulu pallier es limitations en ajoutant des informations supplé-

mentaires. Elle orrespond à une division ellulaire d'un espae ontinu. Au lieu de ne onsidérer
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que des régions de même dimension dans l'image, on déoupe elle-i à l'aide d'éléments de

dimensions 0 à n. Ainsi pour haque région de dimension maximale de l'espae, on dé�nit expli-

itement ses bords de dimension k pour k allant de 0 à n−1. Les régions sont alors généralement

dé�nies omme des polyèdres de di�érentes dimensions. Un tel modèle permet de di�érenier

plusieurs types de voisinages, suivant la dimension des éléments intermédiaires mis en jeu. On

peut en e�et distinguer deux régions réunies par un élément de dimension 0 de deux régions ad-

jaentes selon un élément de dimension k > 0. L'abstration de ette approhe est isomorphe à

un graphe orienté. Les n÷uds de profondeur n représentent les spels et les n÷uds intermédiaires

ainsi que les arêtes servent à préiser le type de liaison qui les unit (Fig. 2.12). Une topologie

d'Alexandro� se dé�nit naturellement sur de tels modèles. On parle aussi parfois de topologie

ellulaire.
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(a) La frontière entre A et E

est onstituée de 3 omposantes

onnexes : 1 sommet, 1 sommet et

2 sommets reliés par une arête.
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(b) La frontière entre A et E est

onnexe, omposée d'une arête et de

deux sommets.
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() Graphe orienté re-

présentant la frontière

entre A et E pour la par-

tition (a).
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(d) Graphe orienté représen-

tant la frontière entre A et E

pour la partition (b).

Fig. 2.12 � Représentations ellulaires des partitions en régions de la �gure 2.11 : elles permettent

de mettre en évidene les partiularités des frontières entre régions.
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2.2.3 Bilan

Que e soit pour représenter une image à un niveau pixel ou à un niveau région, les deux

mêmes approhes, graphe ou ellulaire, sont utilisées. Les setions suivantes visent à omparer

l'adéquation de es deux approhes ave l'étude et la manipulation d'images.

Les images sont la plupart du temps dé�nies sur un espae disret assoié à Z
n
. Nous om-

mençons don dans un premier temps par expliquer omment les deux approhes mentionnées

ii ont été exploitées dans e adre partiulier. Nous dé�nissons dans les deux as l'espae disret

assoié à une image au niveau pixel puis au niveau région et dérivons ensuite les aratéristiques

topologiques spéi�ques que l'on peut dé�nir sur es modèles. La même démarhe est adoptée

pour examiner es deux approhes dans le adre d'images assoiées à un espae disret moins

ontraint.
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Tab. 2.1: Modèles suivant l'approhe graphe : représentation niveau pixels

Modèle Sous-lasse Dim Utilisation Géométrie

Analyse Modélisation

espae disret de Herman

espae disret de Herman

[94℄

nD X

graphe de Jordan

[2, 94℄

nD X

espae disret 1-sim-

plement onnexe

[93, 94℄

nD X

maillage

arré : Z2

[110℄ 2D X X

hexagonal : Z2

[89, 56, 94℄ 2D X X

ubique : Z3

[110℄ 3D X X

body entered ubi (BCC)

Grid [115, 94℄

3D X X

fae entered ubi (FCC)

Grid [184, 94℄

3D X X

espae disret d'Evako

espae disret d'Evako [71℄ nD X

espae normal [70℄ nD X
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Tab. 2.2: Modèles suivant l'approhe graphes : représentation niveau régions

Modèle Sous-lasse Dim Utilisation Géométrie

Analyse Modélisation

graphe d'adjaene de régions

graphe d'adjaene de ré-

gions [42℄

nD X X

diagramme de Voronoï - tri-

angulation de Delaunay [42℄

nD X X X

Graphes duaux [135℄ 2D X

Tab. 2.3: Modèles suivant l'approhe ellulaire au niveau pixels

Modèle Sous-lasse Dim Utilisation Géométrie

Analyse Modélisation

grille de Khalimsky [104℄ nD X X

ordres

ordres [18℄ nD X
Hn [21℄ nD X X
n-surfae [21℄ nD X

omplexe ellulaire abstrait omplexe polyédrique nD X X X
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Tab. 2.4: Modèles suivant l'approhe ellulaire au niveau régions

Modèle Sous-lasse Dim Utilisation Géométrie

Analyse Modélisation

graphe d'inidene [65℄ nD X

omplexe ellulaire abstrait

omplexe ellulaire abstrait

[118℄

nD X X

omplexe artésien [114℄ nD X X X

omplexe simpliial abstrait nD X X X

omplexe simpliial nD X X X

omplexe polyédrique nD X X X
n-variété ubique faible [102℄ nD X X
n-pseudo-variété ubique

[102℄

nD X X

variété stellaire [129℄ nD X X X

omplexe de blos [120℄ nD X

pseudo-variété [8℄ nD X X

omplexe ellulaire d'Alexandrov

omplexe ellulaire

d'Alexandrov [8℄

nD X X

a-omplexe [8℄ nD X X

CW -omplexe nD X X

ell-tuples [33℄ nD X

ensembles simpliiaux

ensembles simpliiaux [151℄ nD X

ensembles semi-simpliiaux nD X

ensembles semi-simpliiaux

numérotés [132℄

nD X

quasi-variétés simpliiales

[132℄

nD X

quasi-variétés ellulaires

[132℄

nD X

ensembles simploïdaux

ensembles simploïdaux [76℄ nD X
ensembles ubiques [76℄ nD X

suite à la page suivante
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Tab. 2.4: Modèles suivant l'approhe ellulaire au niveau régions

Modèle Sous-lasse Dim Utilisation Géométrie

Analyse Modélisation

artes ombinatoires

n-artes [131℄ nD X X

artes généralisées [131℄ nD X

hyperarte [43, 61℄ nD X

haînes de artes [69℄ nD X

arte topologique GE [29, 31,

54℄

2D/3D X X X

arte topologique HLE [29,

44, 45℄

2D/3D X X X

XP -artes [112, 113℄ 2D/3D X
GEO-artes [152℄ 2D/3D X X
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Tab. 2.5: Notions topologiques dé�nies sur les modèles

Modèle Notions dé�nies

Connexité Surfae / Courbe Homotopie de hemins Points simples

de Jordan

espae disret X X

maillage X X X X

grille de khalimsky X X ? ?

ordres X X X X

espae digital X X ? ?

omplexe ellulaire X X X X

artes X X

Tab. 2.6: Invariants topologiques algébriques dé�nis sur les modèles

Modèle Invariants topologiques

onstante d'Euler groupe d'homologie groupe de ohomologie groupe d'homotopie

espae disret

maillage X X

grille de khalimsky ? ? ? ?

ordres ? ? ? ?

espae digital ? ? ? ?

omplexe ellulaire X X X X

artes X ? ? ?
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2.3 Approhe graphe pour des images onstruites sur Zn

Une image onstruite sur Z
n
est lassiquement une image dont haque élément est repré-

senté par un point de Z
n
. Nous ommençons par expliquer di�érentes méthodes utilisées pour

munir l'ensemble Z
n
d'une struture de graphe appropriée. Puis nous montrons les limitations

renontrées lorsque l'on souhaite struturer une telle image en régions en gardant l'approhe

graphe. Il s'agit ensuite d'y dé�nir les notions topologiques essentielles. La notion de onnexité

semble la plus naturelle à dé�nir en premier lieu. La onnexité est ii vue omme la l�ture

transitive de relations d'adjaenes onstruites sur Z
n
. Nous verrons que les onnexités ainsi dé-

�nies ne sont pas forément reliées à une topologie au sens lassique. On s'intéresse ensuite à la

aratérisation de surfaes sur de tels espaes. La prinipale di�ulté pour atteindre et objetif

réside dans le fait que l'approhe graphe ne permet pas de dé�nir expliitement des objets de

dimension (n − 1) sur Z
n
. Nous verrons que deux approhes di�érentes ont été mises en plae

pour ontourner e problème. Nous nous penhons ensuite sur les autres invariants topologiques

pouvant être assoiés à Z
n
muni d'une struture de graphe. Les notions relatives à l'homotopie

ont déjà été dé�nies sur des graphes. Elles peuvent don être exploitées dans e adre partiulier.

Nous verrons ependant que pour être utiles elles devront être adaptées et prendre en ompte

des propriétés de l'analogue ontinu de Z
n
. La plupart des autres invariants mentionnés préé-

demment néessitent une déomposition ellulaire et ne peuvent don a priori pas être transférés

dans e adre. Nous verrons ependant qu'en se basant sur ertains analogues ontinus, il a été

possible, sur Z
2
, de dé�nir de manière disrète une aratéristique d'Euler ne dépendant que du

hoix des adjaenes hoisies. Cependant, e résultat peut être onsidéré omme marginal dans

le sens où il semble di�ile de l'étendre dans les dimensions supérieures.

2.3.1 Dé�nitions

Image disrète sur Z
n

Assoier une représentation disrète onstruite sur Z
n
à une image onsiste à disrétiser elle-

i en régions élémentaires puis à assoier à haune de es régions un point de Z
n
. Pour struturer

et ensemble disret, on utilisera une relation d'adjaene entre éléments qui rendra ompte de

la relation d'adjaene entre es régions élémentaires. Le support de l'image étant onnexe,

Z
n
sera lui aussi onnexe pour la relation d'adjaene hoisie. On appelle ette adjaene, une

proto-adjaene, et Z
n
muni de ette proto-adjaene est quali�é d'espae disret. On suit en

ela le formalisme de Herman qui sera préisé page 61. Une image binaire disrète est alors tout

simplement dé�nie omme un espae disret muni d'une fontion assoiant à tout élément de

l'espae la valeur 0 ou la valeur 1. Les images binaires lassiquement dé�nies, notamment par

Rosenfeld et Kong [110℄ suivent ette approhe graphe.

On se plae ii au niveau des partiules élémentaires de l'image : pixel (en 2D), voxel (en

3D), spel (en nD). On verra par la suite (setion 2.3.2) omment s'étend ette approhe graphe

lorsqu'on onsidère non plus les éléments de l'image mais des agrégats de es éléments, autrement

dit une partition plus évoluée de l'espae sur lequel est onstruit l'image.

Les régions élémentaires de l'image ont traditionnellement ii toutes la même forme et leur

réunion onstitue un pavage, la plupart du temps régulier, de l'espae (f Annexe B page 225).

Classiquement, es régions sont arrées ou hexagonales en 2D. Elles deviennent généralement des

ubes en 3D. On utilise aussi parfois dans ette dimension des pavages semi-réguliers l'otaèdre

tronqué et le dodéaèdre rhombique (Fig. B.2 page 226). Pour les dimensions supérieures, on se

limite à un pavage de l'espae ave des ubes de dimension n.
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Exemples lassiques

L'espae Z
n
orrespondant à un déoupage du support de l'image en n-ubes est naturelle-

ment muni d'une proto-adjaene, notée ωn telle que, si on nomme xi la i
ème

oordonnée d'un

élément x de Z
n
, se formalise par :

(c, d) ∈ ωn ⇔
n∑

k=1

|ck − dk| = 1

ω2 orrespond à la notion de 4-adjaene lassiquement dé�nie sur Z
2
(Fig. 2.13(a)) et ω3 à

la 6-adjaene de Z
3
(Fig. 2.14). L'espae disret (Zn, ωn) est souvent simplement noté Z

n
.

Comme nous l'avont dit, un autre espae disret parfois utilisé en 2D s'appuie sur le pavage

hexagonal , il s'agit de (Z2, β2) (Fig. 2.13(b)), où la proto-adjaene β2 se dé�nit par :

(c, d) ∈ β2 ⇔ c 6= d, |c1 − d1| < 1 , |c2 − d2| < 1 et (c1 − d1) 6= (d2 − c2)
En�n les grilles BCC et FCC orrespondant respetivement à une partition d'un espae 3D

au moyen d'otaèdres tronqués et de dodéaèdres rhombiques (Fig. 2.15) peuvent être repré-

sentées respetivement par les espaes disrets [94℄ (ZφB, β
φ
B) et (ZφF , β

φ
F ) où Z

φ
B et Z

φ
F sont des

sous-ensembles de Z
3
dé�nis pour tout φ nombre réel positif par Z

φ
B = {(φx, φy, φz) ∈ Z

3, x ≡
y ≡ z (mod 2)} et Z

φ
F = {(φx, φy, φz) ∈ Z

3, x+ y+ z ≡ 0 (mod 2)}. Les proto-adjaenes βφB et

βφF orrespondent respetivement à une 8- et à une 12- adjaene et sont données par :

(c, d) ∈ βφB ⇔ ‖ c− d ‖= φ
√

3

(c, d) ∈ βφF ⇔ ‖ c− d ‖= φ
√

2

On peut noter que es deux adjaenes sont isotropes (ontrairement à la grille ubique).

2.3.2 Struturation d'images en régions

Struturer une image en régions onsiste à réaliser une partition de l'ensemble des spels de

l'image. Di�érents proessus permettent d'obtenir un tel résultat. Ils ne sont pas à proprement

parler spéi�ques à l'utilisation de la grille Z
n
mais 'est dans e adre qu'ils ont été le plus

utilisés. L'approhe graphe lassique onduit à assoier un sommet du graphe à haque région

et une arête entre deux régions adjaentes. Il s'agit d'une représentation par graphe d'adjaene

de région (Region Adjaeny Graph ou RAG) [167℄. Si ette struture est aisément utilisable

en n'importe quelle dimension, elle présente de nombreux inonvénients. Elle ne permet pas de

distinguer une relation d'adjaene d'une relation d'inlusion de régions. Elle est aussi inapable

de rendre ompte d'une adjaene multiple entre deux régions (Fig. 2.16). Une telle struture n'a

pas non plus la faulté de aratériser une partition de l'image puisque deux partitions peuvent

être représentées par le même graphe.

Un modèle plus évolué a été réé en 2D pour pallier ertaines de es limitations. Connu sous

le nom de graphes duaux [122, 135℄, il s'agit de représenter la partition à l'aide de deux graphes,

l'un est une version étendue d'un RAG, l'autre est son dual. Le RAG étendu est simplement

un multi-graphe e qui permet de mémoriser les multiples adjaenes entre régions. Il peut

aussi éventuellement ontenir des boules pour traduire des relations d'inlusions. Ces boules

proviennent du fait que le graphe primal et son dual doivent tous deux être onnexes. De e
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(a) ω2-adjaene : les éléments hahurés sont ω2-

adjaents à l'élément grisé.
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(1,−1)

(−1, 1) (1, 1)

(1, 0)(−1, 0) (0, 0)

(0, 1)

(−1,−1) (0,−1)

(b) β2-adjaene : les éléments hahurés sont β2-adjaents à l'élément grisé. A droite représentation du

pavage hexagonal orrespondant.

Fig. 2.13 � Représentation de di�érentes relations de proto-adjaenes sur Z
2
. Un élément de

Z
2
(point) est souvent représenté par le arré unité entré sur lui.
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Fig. 2.14 � Représentation de la proto-adjaene ω3 sur Z
3
: les spels grisés sont les ω3-voisins

du spel noir.

Fig. 2.15 � De gauhe à droite : on�guration des points d'un maillage ubique, d'une grille

BCC et d'une grille FCC.
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R3

R4

R0

R1 R2

(a) Partition d'une image : R3 est inluse

dans R1, R1 et R2 sont deux fois adja-

entes

R0

R1 R2

R3
R4

(b) RAG assoié : une partie de l'informa-

tion est perdue

Fig. 2.16 � Partition d'une image et graphe d'adjaene de régions orrespondant

fait, dans le dual, une arête �tive relie la région inluse à la région la ontenant. Cette arête

devient, dans le primal, une boule enrainée au sommet orrespondant à la région ontenante

et entourant le sommet représentant la région inluse (Fig. 2.17). On voit tout de suite plusieurs

problèmes intrinsèques à e modèles : les arêtes n'ont pas toutes la même signi�ation (réelle

ou �tive), les graphes utilisés doivent être planaires et on doit être apable d'exploiter les

propriétés géométriques du graphe, pour pouvoir déteter une inlusion de régions. En outre, il

paraît di�ile d'étendre ette dé�nition en dimension supérieure à 2. En�n, des modi�ations

de la subdivision doivent être réperutées sur les deux graphes, e qui en fait un modèle plus

oûteux à manipuler que le RAG.

Cependant, e modèle permet de représenter plus d'information que les RAG et s'est avéré

intéressant pour onstruire et manipuler des pyramides d'images 2D. La onstrution d'un niveau

se fait à partir du niveau préédent par des méanismes de ontrations et suppressions d'arêtes

dans les deux graphes [122℄.

2.3.3 Connexité

Dé�nition

Par dé�nition, tout espae disret onstruit sur Z
n
est onnexe pour la relation de proto-

adjaene hoisie. Cependant, nous verrons par la suite qu'il est souvent néessaire de manipuler

d'autres notions de onnexité sur es espaes. Ces onnexités sont dé�nies à partir de relations

binaires symétriques, appelées spel-adjaenes. La onnexité assoiée à une spel-adjaene donnée

orrespond tout simplement à la l�ture transitive de ette spel-adjaene.

Exemples lassiques

Pour l'espae disret (Zn, ωn), outre ωn, les spel-adjaenes les plus utilisées sont :

� αn :

(c, d) ∈ αn ⇔ c 6= d et ∀k ∈ {1, · · · , n}, |ck − dk| ≤ 1
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R3

R4

R0

R1 R2

(a) Partition d'une image

R3

R0

R1 R2

R4

(b) Graphes duaux assoiés : en noir le

RAG étendu ave multi-adjaene, en gris

le graphe dual

Fig. 2.17 � Partition d'une image et graphes assoiés

� δn :

(c, d) ∈ δn ⇔ (c, d) ∈ αn et

n∑

k=1

|ck − dk| ≤ 2

α2 = δ2 orrespond à la 8-adjaene lassiquement dé�nie sur Z
2
(Fig. 2.18), α3 à la 26-

adjaene et δ3 à la 18-adjaene dé�nies sur Z
3
. αn et δn dé�nissent bien des spel-adjaenes

valides sur (Zn, ωn), puisqu'elles ontiennent toutes deux ωn.
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Fig. 2.18 � α2-adjaene : les éléments hahurés sont α2-adjaents à l'élément grisé.

De la même manière, on peut dé�nir les spel-adjaenes γφB et γφF sur les grilles BCC et

FCC représentées par (ZφB , β
φ
B) et (ZφF , β

φ
F ). Elles orrespondent respetivement à une 14- et à

une 18-adjaene.

(c, d) ∈ γφB ⇔





‖ c− d ‖= φ
√

3
ou

∃i ∈ {0, · · · , 2}, |ci − di| = 2φ et ∀j 6= i, cj = dj



2.3. APPROCHE GRAPHE POUR DES IMAGES CONSTRUITES SUR Z
N

37

Fig. 2.19 � Représentation de l'α3- et de la δ3-adjaene sur Z
3
: les spels gris sont les α3-voisins

(à gauhe), les δ3-voisins (à droite) du spel noir.

(c, d) ∈ γφF ⇔





‖ c− d ‖= φ
√

2
ou

∃i ∈ {0, · · · , 2}, |ci − di| = 2φ et ∀j 6= i, cj = dj

Topologie lassique sur Z
n

Il est don possible de onstruire diverses notions de onnexité sur un espae disret onstruit

sur Z
n
. Cependant, il nous faut remarquer que es notions de onnexité disrète ne sont pas

toujours ompatibles ave la dé�nition d'une topologie au sens lassique. Autrement dit, rien ne

garantit que l'on peut onstruire une famille d'ouverts sur l'espae disret Z
n
dont la onnexité

induite orrespondra préisément soit à la onnexité induite par la proto-adjaene, soit à une

autre notion de onnexité ohérente ave la struture de l'espae.

Le théorème i-dessous exprime les onditions néessaires pour qu'une famille O soit une

topologie sur Z
n
.

Théorème 2.1 (Topologie assoiée à Z
n
) Une famille , O, de P(Zn) dé�nit une topologie

sur Z
n
si et seulement s'il existe une spel-adjaene ρn telle que :

i). ωn ⊆ ρn ⊆ αn
ii). ∀x ∈ Z

n
, {x} ∪ {y/(x, y) ∈ ωn} est ωn-onnexe

iii). les omposantes ρn-onnexes de Z
n
sont préisément ses omposantes onnexes pour la

topologie O.

Dans le as de Z
2
, une topologie est valide si tout sous-ensemble ω2-onnexe est (topologique-

ment) onnexe et si tout sous-ensemble non α2-onnexe n'est pas (topologiquement) onnexe. Il

a été montré qu'il n'existe, sur Z
2
, que 2 topologies respetant es ritères [64, 108℄. L'une d'elle,

introduite par Marus et al. [150℄, utilisée par Rosenfeld dans [168℄, est telle que ses omposantes

onnexes orrespondent exatement aux omposantes ω2-onnexes (Fig. 2.20(a)).

Nous reviendrons sur la deuxième topologie possible dans la setion 2.4. Contentons nous

de dire ii qu'elle s'avère homéomorphe à la topologie ellulaire assoiée au plan par Alexandre

et Hopf [7℄ aussi bien qu'à elle assoiée à la grille par Khalimsky [104℄ et à elle dé�nie par

Kovalevsky [118℄ (Fig 2.20(b)).
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(a) Topologie de Marus sur Z
2
: le plus

petit ouvert ontenant un point de Z
2
est

soit lui-même (point dans ase grisée), soit

l'union de lui-même et de son 4-voisinage
(point dans ase blanhe).
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(b) Topologie ellulaire sur Z
2
: le plus petit

ouvert ontenant un point de Z
2
est soit lui-

même (point dans ase grisée), soit l'union

de lui-même et de son 8-voisinage (point

dans ase blanhe), soit lui-même et l'union

de ses voisins grisés (point dans une ase ha-

hurée).

Fig. 2.20 � Topologies sur Z
2
.

On peut aussi noter qu'il n'existe auune topologie sur Z
2
dont les omposantes onnexes

oïnident ave les omposantes α2-onnexes. Les topologies pouvant être onstruites sur Z
3
et

Z
4
ont été étudiés respetivement dans [64, 108℄ et [108℄.

2.3.4 Surfaes et bords d'objets

Historiquement, l'expression d'un théorème de Jordan a d'abord été réalisée sur des images

2D en dé�nissant la notion de ourbes fermées. Puis, diverses études ont tenté d'étendre es

résultats d'abord en 3D en aratérisant des surfaes 2D, puis en dimension quelonque. Par

la suite, nous emploierons le terme général de surfae pour désigner indi�éremment une ourbe

fermée dans un espae 2D et une surfae de dimension n − 1 dans un espae de dimension n
(n > 2).

Il existe essentiellement deux approhes pour dé�nir des surfaes sur des images représentées

par des graphes. Elles déoulent des deux manières di�érentes de dé�nir les éléments onstituant

une surfae. La première assoie un élément de surfae à un spel donné (Fig. 2.21(a)). Une surfae

est alors un objet partiulier de l'image aratérisé par des propriétés de �nesse et de séparation

[75, 110, 146, 155℄. L'avantage de ette méthode repose sur le fait que la surfae obtenue étant un

objet omme un autre, il est possible de lui appliquer diretement des algorithmes dé�nis sur les

objets d'une image, par exemple un proédé d'aminissement homotopique. La seonde onsiste

à dé�nir haun de es éléments omme un ouple de spels (Fig. 2.21(b)), souvent appelé surfel

pour surfae element ou bel pour boundary element, l'un à l'intérieur et l'autre à l'extérieur de la

surfae [91, 92, 94, 125, 169, 186℄. Une orientation peut ainsi être aisément assoiée à la surfae

dès lors que l'on exige que haque ouple de spels soit orienté.

Ces deux approhes se heurtent à une di�ulté ommune. Les surfaes qu'elles visent à dé�nir

doivent permettre de séparer sans ambiguïté l'espae disret en deux omposantes onnexes

distintes. Or même dans des as apparemment simples, peut apparaître sur ertains espaes
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(a) Frontière représentée par un ensemble de

spels (grisés).
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(b) Frontière représentée par des paires de

spels (1 grisé / 1 rayé partageant un �té).

Fig. 2.21 � Deux façons de représenter la frontière entre un ensemble de pixels blans et un

ensemble de pixels noirs.

disrets, e que l'on nomme le paradoxe de la onnexité (Fig. 2.22). Ce paradoxe provient de

l'impossibilité de l'approhe graphe à rendre omplètement ompte de l'information d'adjaene

dans l'espae ontinu assoié. Par exemple, deux pixels 8-adjaents dans Z
2
pourront aussi

bien représenter deux arrés de R
2
partageant une arête ou partageant une fae. Autrement

dit di�érents types d'adjaenes dans l'espae ontinu seront rassemblés en une unique relation

d'adjaene dans Z
2
. Pour éviter e problème, il faudrait un déoupage de l'espae ontinu où

l'adjaene de région est équivalente à une adjaene de fae. Un pavage hexagonal répond

bien à ses exigenes puisque deux régions adjaentes par un sommet le sont aussi par une

arête. Cependant, les pavages arrés peuvent di�ilement être éartés. Ils sont, en e�et, en

adéquation ave les dispositifs d'a�hage des images, également ave ertains types de apteurs.

Ils présentent en outre des propriétés intéressantes telles que la réursivité (f Annexe B page

B).

Fig. 2.22 � Paradoxe de onnexité : si on hoisit la 4-onnexité pour les spels noirs et blans,

la ourbe noire n'est pas onnexe et pourtant sépare l'ensemble des spels blans en deux om-

posantes onnexes, si on hoisit la 8-onnexité, les spels noirs forment une ourbe fermée mais

elle-i ne sépare pas l'ensemble des spels blans en deux omposantes onnexes.
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Surfaes de spels

Lorsque l'on onsidère des surfaes de spels, la notion de frontière n'est pas intrinséquement

dé�nie et toute la question onsiste à onstruire un sous-ensemble de spels qui satisfasse la

propriété de séparation d'une surfae et qui soit en même temps un objet �n.

Dé�nition 2.2 (Surfae de spels) Une surfae de spels est un objet �n et séparant de l'image.

Les travaux visant à aratériser de telles surfaes doivent don répondre à la double ques-

tion : "Qu'est-e qu'un objet �n et qu'est-e qu'un objet séparant ?". On sent bien que les

réponses à es interrogations dépendent fortement des notions de onnexité dé�nies à la fois sur

l'objet et sur le fond. De fait, la plupart des dé�nitions proposées sont valides pour des paires

de spel-adjaenes partiulières. On pressent aussi que pour ertaines paires d'adjaene, il sera

impossible, à ause du paradoxe de onnexité, de dé�nir une notion de surfae adéquate.

Dans les as partiuliers de Z
2
et Z

3
, il est néessaire a�n de ontourner le paradoxe de

la onnexité, d'utiliser deux spel-adjaenes et par voie de onséquene deux onnexités di�é-

rentes pour les objets et le fond de l'image. Pour Z
2
, il a été prouvé que tout hemin fermé

4-onnexe (resp. 8-onnexe) sépare Z
2
en deux omposantes 8-onnexes (resp. 4-onnexes) [110℄.

Pour l'espae Z
3
, la dé�nition de surfaes se omplique. Di�érentes notions ont été envisagées.

Morgenthaler et al. [155℄ proposent par exemple une dé�nition de surfaes 6-onnexes ou 26-
onnexes séparant l'espae en deux omposantes respetivement 26- et 6-onnexes. Malgouyres

[146℄ dé�nit des surfaes 18-onnexes qui partitionnent l'espae en deux omposante 6-onnexes.
Dans les deux as, es surfaes sont dé�nies à l'aide de propriétés loales. Les surfaes de Mor-

genthaler et al. sont, par exemple, dé�nies omme des ensembles 6-onnexes (resp. 26-onnexes)
omposés de points partiuliers dits de 6-surfae (resp. 26-surfae) orientables. La aratérisation
de es points de 6-surfae (resp. 26-surfae) se fonde sur l'observation de l'intersetion de leur

26-voisinage strit

9

ave l'ensemble des éléments de la surfae et ave l'ensemble des éléments

hors de la surfae tandis que leur éventuelle orientabilité déoule d'une propriété de l'intersetion

de leur 124-voisinage ave le omplémentaire de la surfae. Des exemples de points de surfaes

au sens de Morgenthaler sont donnés sur la �gure 2.23(a).

La dé�nition de surfae de Malgouyres [146℄ se fonde quant à elle sur une généralisation de

la notion de ourbe fermée simple. En e�et, un point d'une 18-surfae au sens de Malgouyres

possède un 26-voisinage strit dont l'intersetion ave la surfae est une ourbe fermée généralisée

pour la 18-adjaene. Cette notion de ourbe fermée généralisée est une extension naturelle de

la notion de ourbe fermée (Fig. 2.23(b)).

Bertrand et Malgouyres ont utilisé des notions d'homotopie pour aratériser e qu'ils ap-

pellent des surfaes fortes [20, 24℄ (Fig. 2.23()). Leur dé�nition est valable pour les adjaenes

lassiques dé�nies sur Z
3
. Mais, une aratérisation loale omplète de es surfaes n'a été pro-

posée que pour la 26-adjaene [149℄. D'autre part, on peut noter que ette lasse de surfaes

englobe les 26-surfaes de Morgenthaler fermées et les 18-surfaes de Malgouyres fermées.

Cependant, étant donné un objet dans une image onstruite sur Z
3
, rien ne dit qu'il existe

une surfae de Morgenthaler, une surfae de Malgouyres ou une surfae forte qui permette de

représenter son bord. De plus, il a été prouvé par Malgouyres [145℄ que la lasse des sous-

ensembles de Z
3
, 26-onnexes possédant les propriétés de séparabilité et de �nesse

10

ne peut

9

Le n-voisinage strit d'un point onsiste exatement en l'ensemble des points qui lui sont n-adjaents. Au-

trement dit, un point n'appartient pas à son voisinage strit

10

Un sous-ensemble 26-onnexe de Z
3
est dit séparant s'il partage Z

3
en exatement 2 omposantes 6-onnexes.

Il est dit �n si haun de ses points est 6-adjaent aux deux omposantes onnexes de son omplémentaire dans

Z
3
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(a) Surfaes de Morgenthaler : exemples de on�guration d'un point

de 6-surfae (gauhe) et d'un point de 26-surfae (droite).

(b) Surfaes de Malgouyres : exemples de on�guration d'un point de

18-surfae.

() Surfaes fortes : exemples de on�guration d'un point de 26-surfae
ou 18-surfae (gauhe) et d'un point de 18-surfae (droite).

Fig. 2.23 � Exemples de on�guration de points de surfaes lassiques.

être aratérisée à l'aide de propriétés purement loales. On ne peut don espérer aratériser

loalement que des sous-ensembles de es surfaes séparantes et �nes.

La généralisation de es dé�nitions en dimensions supérieures ou sur d'autres types d'espaes

disrets semble di�ilement réalisable. Cependant, Malandain propose dans [143℄ une notion de

surfae valable pour Z
n
lorsqu'on onsidère l'ωn-adjaene pour le fond et l'αn-adjaene pour

l'objet. Cette dé�nition de surfae repose sur la même philosophie que elle de Morgenthaler.

Elle est en e�et fondée sur les propriétés du voisinage des points dans l'objet et dans le fond.
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Dans un autre ordre d'idée, on peut noter que la notion de ourbe fermée a été étendue en

dimension n par Thürmer [183℄. Il est don envisageable d'étendre la dé�nition de Malgouyres

de surfae dans Z
3
, fondée sur les ourbes fermées, dans des dimensions supérieures, la di�ulté

étant de déterminer des paires d'adjaenes adéquates.

Surfae de paires de spels

La deuxième approhe que nous avons évoquée onsiste à onsidérer des surfaes de paires de

spels. Et, ontrairement à la première, elle induit naturellement une notion de frontière entre un

objet et le fond de l'image : il s'agit de l'ensemble des ouples de spels (c, d) où c est un spel de

l'objet et d un spel du fond adjaent à c selon la proto-adjaene. Il reste don à déterminer les

onditions selon lesquelles la frontière induite est réellement une surfae, à savoir sépare l'espae

disret (indépendamment de la valeur éventuellement attribuée aux spels de l'image) en deux

sous-ensembles "onnexes" distints (Fig. 2.24).

Dé�nition 2.3 (Surfae de paires de spels) Une frontière entre un objet et le fond de l'image

est une surfae si elle sépare l'espae disret en deux sous-ensembles onnexes distints.

Pour aratériser une surfae de paires de spels, il est possible de jouer sur 3 fateurs : la

dé�nition de l'espae disret, la onstrution de l'image disrète, la ou les notion(s) de onnexité.

On peut d'abord herher à n'utiliser que des espaes disrets onstruits sur Z
n
sur lesquels

la onnexité induite par la proto-adjaene est non ambigüe, 'est par exemple le as de l'espae

(Z2, β2) dé�ni page 32. On peut aussi hoisir de manipuler des espaes plus généraux et tenter

d'y dé�nir une spel-adjaene appropriée. C'est le as lorsque l'on onsidère l'espae (Z2, ω2) et
la spel-adjaene β2 (Fig. 2.25). Cependant, es deux hoix sont très restritifs et exluent de la

lasse des surfaes nombre d'objets qui semblent intuitivement en être.

Etant donné un espae disret, on peut aussi se ontraindre à n'y onstruire que des images

pour lesquelles la onnexité induite par la proto-adjaene n'engendre pas de paradoxes. Cette

voie a été empruntée par Lateki et al. pour onstruire des images bien omposées sur Z
2
[97℄

et sur Z
3
[126℄. Dans de telles images, des on�gurations ritiques (Fig. 2.26) sont évitées et

les omposantes onnexes induites par α2 et ω2 dans Z
2
et par α3, δ3 et ω3 dans Z

3
sont

équivalentes. La aratérisation de es images se fait loalement et il semble possible de réaliser

des modi�ations loales pour transformer une image quelonque sur Z
3
en image bien omposée.

Cependant, rien ne dit que es transformations, si elles sont trop nombreuses, ne risquent pas

de dénaturer l'image.

Une autre piste, très ouramment employée, onsiste à ne pas se ontenter d'une seule notion

de onnexité mais à en dé�nir deux, une pour le fond de l'image et une pour les objets, qui

orrespondent simplement à deux notions de spel-adjaenes. Les travaux dans e sens sont très

nombreux. Cette idée avait déjà été utilisée dans le adre de surfaes de spels mais e sont les

études réalisées dans le ontexte des surfaes de paires de spels qui ont permis de formaliser

di�érentes méthodes de reherhe de paires de spel-adjaenes adéquates. Nous reviendrons sur

e point dans la setion 2.5.4 ar es méthodes sont dé�nies indépendamment de l'espae disret

onsidéré.

En�n, il peut être intéressant dans ette approhe de se poser la question du type de onnexité

de la surfae dé�nie par des paires de spels. Outre le fait de renseigner sur la nature de la surfae,

ette information peut permettre de onsidérer une surfae omme un espae disret (S, σ) où σ
est une relation d'adjaene entre surfels et ainsi de pouvoir lui appliquer les résultats existant

sur les espaes disrets. Pour répondre à ette attente et dé�nir de telles surfaes de Jordan,
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(a) Image onstruite sur Z
2
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(b) Cas où la proto-adjaene est ω2

(4 omposantes noires et 2 omposantes

blanhes ω2-onnexes ). La frontière ma-

térialisée par un trait épais entre une om-

posante noire et une omposante blanhe

ω2-onnexes n'est pas une surfae : elle ne

sépare pas l'espae disret sous-jaent en

deux omposantes ω2 onnexes.
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() Cas où la proto-adjaene est β2

(2 omposantes noires et 1 omposante

blanhe β2-onnexes). La frontière maté-

rialisée par un trait épais entre une om-

posante noire et une omposante blanhe

β2-onnexes est une surfae : elle sépare

l'espae disret sous-jaent en deux om-

posantes β2-onnexes.

Fig. 2.24 � Expression du paradoxe de onnexité en terme de surfaes de paires de spels
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Fig. 2.25 � Image onstruite sur (Z2, ω2) sur laquelle la frontière, matérialisée par un trait épais

sépare bien la omposante β2-onnexe de spels noirs et la omposante β2-onnexe de spels blans.

l'enjeu onsiste alors à trouver non pas des paires de Jordan mais des triplets de Jordan, dont
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(a) Con�guration ritique pour Z
2

(b) Con�gurations ritiques pour Z
3

Fig. 2.26 � Une image est dite bien omposée si elle évite les on�gurations i-dessus (modulo

les ré�exions et les rotations en 3D).

le troisième membre représente une relation d'adjaene entre surfels [94, 125, 186℄.

Extration de surfaes

La plupart des surfaes dé�nies préédemment peuvent être extraites d'une image à l'aide

d'algorithmes adaptés [94, 123, 124, 134, 186℄. Une méthode ouramment employée onsiste à

réaliser un suivi de la surfae. Un tel algorithme onsiste à parourir tous les éléments de la

surfae de prohe en prohe, en partant d'un élément de surfae donné. Sur des espaes disrets

partiuliers il est possible de réaliser e suivi ave la seule onnaissane des adjaenes hoisies

pour l'objet et pour le fond [94℄. Pour des espaes plus généraux, la onnaissane et l'utilisation

d'une adjaene de bels peuvent s'avérer néessaire [186℄.

D'autres méthodes de reonstrution de surfaes existent qui s'appuient sur le plongement de

l'image dans un espae eulidien. Elles extraient de l'image des surfaes triangulées onstruites

sur un ensemble de points possédant une même aratéristique. On parle alors de reonstrution

d'iso-surfaes. Des iso-surfaes de dimension 2 peuvent notamment être obtenues par l'algorithme

du Marhing-Cube [141℄ et ses nombreuses variantes

11

[83℄.

Lahaud et al. ont exposé dans [125℄ omment il était possible de relier la notion d'iso-surfae

à elle de surfae disrète, en proposant une méthode loale de reonstrution d'une iso-surfae

à partir d'une surfae disrète. L'iso-surfae ainsi obtenue est un analogue ontinu partiulier de

la surfae disrète initiale.

2.3.5 Invariants topologiques

Les invariants topologiques auxquels on a aès via une simple approhe graphe sont peu

nombreux. Outre la onnexité qui a fait l'objet d'une étude partiulière, on ne dispose a priori que

de notions relatives à l'homotopie. Celles-i peuvent intervenir prinipalement dans deux types

d'appliations : la reonnaissane et omparaison de formes, et la simpli�ation d'objets. Dans

le premier as, on herhe à aratériser une forme par son groupe fondamental [27, 106, 148℄,

dans le deuxième on souhaite dé�nir des opérations sur un objet qui le transforment en un

objet homotopiquement équivalent. A ette �n sont dé�nis les notions de points simples [17,

11

l'algorithme original du Marhing-Cube onduisait à des inohérenes topologiques, qui ont été orrigées dans

ses variantes
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(a) Trois hemins : de gauhe à droite c1,

c2 et c3. c1 et c2 sont des hemins ouverts

tandis que c3 est fermé. Une extrémité de

c1 est ω2-adjaente à une extrémité de c2
et une extrémité de c2 est ω2-adjaente à

un élément de c3.

�
�
�

�
�
�
���������

�
�

�
�
�

����������������

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

���������
�
�
�

�
�
�
�����������������

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

����������������
��������
�
�
�
�

�
�
�
�

��������

��������

(b) Conaténation des 3 hemins : c1 ∗c2 ∗
c3.

Fig. 2.27 � Chemins sur (Z2, ω2).

22, 80, 81, 107, 110, 144, 166℄, ainsi que des algorithmes d'aminissement et de squelettisation

[56, 110, 139, 140℄. Cette deuxième approhe peut tout à fait servir de prélude au alul du

groupe fondamental qui sera plus simple à obtenir sur un objet réduit. Nous présentons don

d'abord suessivement es deux aspets. Nous verrons ensuite qu'il est possible, ontre toute

attente, d'obtenir une dé�nition purement disrète de la aratéristique d'Euler, en utilisant

des analogues ontinus des images onstruites sur Z
2
. Cette aratéristique ne dépend que des

onnexités hoisies pour le fond et l'objet.

Groupe fondamental

L'information ontenue dans le groupe fondamental d'un objet bien que plus omplète que

elle détenue par le premier groupe d'homologie est à la fois di�ile à manipuler informatique-

ment et à exploiter.

Pour onstruire un tel groupe, il est néessaire de pouvoir dé�nir trois notions, elle de laet

ou hemin fermé, elle de laet homotope à 0 et elle de déformation ontinue.

La notion de hemin (fermé) orrespond bien entendu à la notion lassique de ρ-hemin

(fermé), pour une adjaene donnée. Deux hemins c et c′ tels que l'extrémité de c est identique
ou ρ-adjaente à l'origine de c′ peuvent être onaténés. Le hemin résultant de la onaténation

de c et c′ se note c ∗ c′.
Le hemin inverse du hemin c = (v0, · · · , vp) est le hemin (vp, · · · , v0) et se note c−1

. D'autre

part, deux hemins d et d′ sont dits égaux à une transformation élémentaire près s'il existe d1,

d2, c et c
′
tels que d = d1 ∗ c ∗ d2, d

′ = d1 ∗ c′ ∗ d2 et c ∗ c′−1
soit homotope à 0 (Fig. 2.28). On

dit qu'un hemin d est homotope à 0 s'il est un aller-retour (bak-and-forth) autrement dit s'il

existe un hemin c tel que d = c ∗ c−1
. En�n, on dit que deux hemins sont homotopiquement

équivalents si on peut passer de l'un à l'autre par des transformations élémentaires. Cet ensemble

de transformations élémentaires est le pendant disret d'une déformation ontinue.

Cependant, la dé�nition de hemin homotope à 0 sur un graphe se révèle trop rédutrie et

inappropriée dans le adre des images. En e�et, ave une telle dé�nition, dans l'espae (Z2, π), le
hemin fermé (v0, v1, v2, v3, v0) tels que v0 = (i, j), v1 = (i+1, j), v2 = (i+1, j+1), v3 = (i+1, j)
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(d) d′ = d1 ∗ c
′ ∗ d2.

Fig. 2.28 � Deux hemins égaux à une tranformation élémentaire près : c∗c′−1
est un aller-retour.

n'est pas homotope à 0. Or si on onsidère le plongement qui assoie à haque élément de Z
2

un pixel de l'image, l'analogue ontinu du hemin (v0, v1, v2, v3, v0) est lui bien homotope à 0
(Fig. 2.29). Les travaux menés notamment par Kong [106℄ et Malgouyres [147, 148℄ herhent

à déterminer pour Z
2
et Z

3
un groupe de hemins fermés homotopes à 0 plus approprié. Les

aratérisations proposées dépendent bien entendu du type de onnexité hoisie. Le groupe de

hemins fermés homotopes à 0 dans Z
2
, induit par la dé�nition de Kong, ontient, outre les

aller-retours, l'ensemble des hemins fermés ontenus dans un arré 2× 2 de 4 points. En 3D, la

dé�nition proposée par Malgouyres tient ompte des adjaenes hoisies pour le fond et l'objet.

Pour les paires (26, 6), (26, 18), (18, 26), (18, 6), (6, 18), le groupe de hemins fermés homotopes

à 0 ontient les aller-retours et les hemins

12

fermés ontenus dans un ube 2× 2× 2 de 8 points

(Fig. 2.30). Pour la paire (6, 26), le groupe ontient les aller-retours et hemins fermés dans un

arré 2× 2 de 4 points.

Une autre approhe a été proposée par Boxer [26, 27, 28℄. Il s'agit de fournir une notion

de déformation ontinue la plus prohe possible de elle existant dans les espaes ontinus.

Ainsi est dé�nie la notion de fontion disrètement ontinue (digitally ontinuous fontions)

sur laquelle peuvent se onstruire une homotopie et des notions de rétrations homotopiques.

Cependant, si ette méthode fournit les même résultats que les préédentes pour les espaes Z
2

et Z
3
respetivement munis de la 4- et de la 6-adjaene, les résultats di�èrent pour d'autres

adjaenes. Ainsi le groupe fondamental de la 8-ourbe fermée dé�nie par (v′0, v
′
1, v

′
2, v

′
3, v

′
0) ave

v′0 = (i, j), v′1 = (i+1, j−1), v′2 = (i+2, j), v′3 = (i+1, j+1) est trivial selon Boxer et isomorphe

à Z selon Kong (Fig. 2.31). Cette dernière interprétation orrespond mieux à l'analogue ontinu

12

hemins au sens de l'adjaene hoisie pour l'objet
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(a) ω2-hemin non homotope à

0.
(b) Analogue homotope à 0.

Fig. 2.29 � Exemple d'un hemin disret non homotope à 0 mais dont l'analogue ontinu est lui

homotope à 0.

d'une telle ourbe sur l'espae eulidien R
2
.

La di�ulté pour manipuler et omparer de tels groupes réside dans l'obtention d'une re-

présentation de es groupes utilisable par les ordinateurs. Malgouyres propose dans [148℄ de

représenter es groupes par un ensemble de mots appelés générateurs S et de relations r. Il
s'agit là d'une approhe lassique en topologie ombinatoire [178℄. A tout groupe G, on peut

assoier au moins une struture < S; r >, appelée présentation de G et telle que si G est un

groupe dont la loi interne est notée additivement, tout élément de G peut être obtenu par ad-

dition de ertains de ses générateurs. Les éléments neutres du groupe sont alors déterminés par

l'ensemble des relations. Formellement, étant donnée une présentation de G, G est isomorphe

au groupe libre engendré par l'ensemble des générateurs quotienté par l'ensemble des relations.

Autrement dit, G est isomorphe au groupe formé par les lasses d'équivalenes onstruites sur

l'ensemble des générateurs pour l'ensemble des relations.

Fig. 2.30 � De gauhe à droite, exemples de hemins fermés homotopes à 0 respetivement pour

les paires d'adjaenes (6, 18), (18, 26) (ou (18, 6)), et (26, 6) (ou (26, 18)).

Fig. 2.31 � Chemin disret homotope à 0 selon l'approximation de Boxer et homotope à Z selon

Kong.
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Le groupe lassique (Z,+) peut ainsi être représenté par < a;− >, puisque (Z,+)
est un groupe libre engendré par un seul élément.

(Z/2Z,+) peut être assoié à la présentation < a; a + a = e >, e étant l'élément

neutre. En e�et, le groupe le libre engendré par a quotienté par la relation a+a = e
est omposé de deux lasses d'équivalene : ā = {· · · , a − 2ka, · · · , a − 2a, a, a +
2a, · · · , a + 2ka, · · ·} et ē = {· · · , e − 2ka, e − 2a, e, e + 2a, · · · , e + 2ka, · · ·}. Et,
(Z/2Z,+), qui a pour éléments les 2 lasses d'équivalene : 1̄ = {2p+ 1, p ∈ Z} et
0̄ = {2p, p ∈ Z}, est don bien isomorphe au groupe libre engendré par a quotienté

par la relation a+ a = e.
De même le groupe (Z/nZ,+) sera assoié à la représentation < a;na = e >.

Malgouyres propose dans [148℄ une manière de aluler une présentation du groupe fon-

damental d'un objet n-onnexe X dans Z
3
où n est une des adjaenes lassiques dé�nie sur

Z
3
.

Néanmoins, plusieurs problèmes se posent. Un même groupe peut tout d'abord être assoié à

plusieurs présentations. Et il n'existe pas de méthode générale pour déterminer la plus ompate.

Malgouyres propose dans le as de Z
3
un proessus de simpli�ation de la présentation obtenue

par son proédé. Cette simpli�ation garantit ertaines propriétés, notamment sur les relations

dont la longueur est alors inférieure ou égale à 8. L'autre inonvénient d'une telle représentation
repose sur l'impossibilité de déterminer si deux présentations sont isomorphes. Ce problème est

en e�et indéidable dans le as général. Ainsi, ette méthode ne permet don généralement pas

de onlure sur l'isomorphisme de groupes fondamentaux. En�n, étant donné un mot, et une

présentation, la question : �est-e que e mot est égal à 1 dans ette présentation ?� est elle-aussi

indéidable dans le as général (word problem). Dans le adre des groupes fondamentaux, les

mots de la présentation représentent des ourbes fermées de l'espae. Il n'est don pas possible

ave une telle représentation de déterminer dans le as général si deux ourbes fermées sont

homotopiquement équivalentes. L'avenir de es travaux repose don sur l'espoir que dans ertains

as partiuliers, intéressants du point de vue de l'imagerie numérique, es problèmes deviennent

déidables.

Points simples et algorithmes d'aminissement homotopique

Un ertain nombre d'appliations ne néessite pas la onnaissane du groupe fondamental

d'un objet mais herhe à mettre en évidene des transformations qui simpli�ent un objet sans

hanger son type d'homotopie. Comme le travail se fait dans des espaes disrets, la méthode

privilégiée onsiste à déterminer un ensemble de points qu'il est possible d'enlever à l'objet pour

les rajouter au fond de l'image sans hanger la topologie ni de l'objet, ni du fond. Ces points

sont appelés points simples. La dé�nition formelle de es points impliquent notamment des iso-

morphismes de groupes fondamentaux et ne peut être utilisée telle quelle algorithmiquement.

Aussi est-il néessaire d'obtenir une aratérisation loale de tels points. Cependant, une telle

aratérisation s'avère dépendante de l'espae ontinu représenté par l'espae disret et du plon-

gement qui les lie. Plusieurs ont été proposées pour Z
2
,Z

3
et Z

4
onsidérés omme disrétisations

des espaes R
2
, R

3
et R

4
. Chaque élément de Z

n
, pour n = 2, 3 ou 4 représente respetivement

le n-ube unité de R
n
entré sur lui. Toutes es aratérisations examinent le voisinage d'un

spel appartenant à un objet pour déterminer s'il peut être enlevé sans préjudie topologique.

Elles mettent en évidene des propriétés à la fois sur le voisinage du spel dans l'objet et sur le

voisinage du spel dans le fond de l'image qui garantissent que tout spel les véri�ant est bien un

point simple [17, 22, 107, 110, 144, 166℄. Certaines se fondent essentiellement sur des notions
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de onnexité (di�érentes sur le voisinage du spel dans l'objet et sur son voisinage dans le fond),

d'autres font intervenir des paramètres additionnels, tels la aratéristique d'Euler, pour déteter

la présene de trous dans le voisinage du spel onsidéré. La preuve que les propriétés obtenues

aratérisent bien des points simples se fondent sur les représentations ontinues assoiées.

De nombreux algorithmes ont été dé�nis pour exploiter ses notions de points simples et réa-

liser des aminissement homotopiques. Il existe plusieurs sortes d'aminissements homotopiques.

Certains herhent à extraire le noyau homotopique de l'objet. Ils ne se préouppent pas de

préserver des renseignements sur la forme de l'objet mais herhent seulement à représenter son

information homotopique. On parle alors de shrinking (Fig. 2.32(b)). D'autres en revanhe se

souient de la onservation d'une information de forme géométrique. Ils ne poussent pas le pro-

essus d'aminissement à son terme, s'imposent de suivre des stratégies adaptées et s'arrêtent

lorsqu'ils renontrent ertaines on�gurations prédéterminées. On parle alors de thinning (Fig.

2.32()) et pour ertaines on�gurations partiulières, de squelettisation (ou skeletonisation).

(a) Image disrète représentant un "A" épais et utilisant la 8-
adjaene pour l'objet noir et la 4-adjaene pour le fond blan

(b) shrinking de l'objet : la topologie est

préservée mais le "A" n'est plus reonnais-

sable

() thinning de l'objet : la topologie est

préservée et le "A" est toujours visible

Fig. 2.32 � Exemple de la di�érene entre un proessus de shrinking et un proessus de thinning

La oneption de tels algorithmes doit se faire ave préaution. En e�et, si la dé�nition des

points simples permet d'érire aisément des algorithmes séquentiels, apable d'enlever les points

les uns après les autres sans hanger la topologie de l'objet, la plupart ne sont pas diretement

ompatibles ave une suppression de es points en parallèle. Un exemple lassique onsiste en un

ruban de largeur 2 pixels. La plupart des dé�nitions de point simple lasse haun des points de e

ruban dans la lasse des points simples. Un algorithme qui enlèverait en une seule passe tous les

points simples ferait ainsi tout simplement disparaître l'intégralité du ruban. Les suppressions
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parallèles étant ependant plus intéressantes pour la omplexité en temps, des stratégies de

suppression partiellement parallèles ont été mises en plae pour pallier e problème.

Plusieurs approhes ont été envisagées. La stratégie la plus ommunément employée en 2D
se fonde sur une approhe diretionnelle. Les points du bord de l'objet sont répartis en 4 lasses :

�Nord�, �Sud�, �Est�, �Ouest�. Un point appartient à une lasse c si son voisin immédiat selon la

diretion c est dans le omplémentaire de l'objet. A haque itération, on ne détruit que les points

simples appartentant à une même lasse diretionnelle. Les itérations utilisent alternativement

les 4 diretions, de façon à obtenir un proessus le plus symétrique possible. Il a été prouvé que e

proédé garantit la onservation de la topologie de l'objet exepté dans le as où une omposante

onnexe n'est omposée que de deux éléments et peut alors été détruite. Un algorithme fondé

sur ette stratégie doit ainsi seulement véri�er l'apparition de e as partiulier et le traiter

séparément. Cette approhe s'avère inappliable en 3D, en e�et, même en tenant ompte des

6 diretions naturelles, il existe de nombreuses on�gurations pour lesquelles la topologie peut

être modi�ée.

Bertrand propose dans [17℄ et [19℄ deux dé�nitions de points simples, les points dits P −
simple et P x − simple qui sont adaptés aux proessus d'aminissement parallèle en 3D, et

permettent de onevoir des algorithmes diretionnels d'aminissement en 3D [139, 140℄.

Un ensemble P est dit P -simple s'il est uniquement omposé de points P -simples. Cette

notion d'ensemble P -simple est fortement reliée à la notion d'ensembles non simples minimaux

(en anglais minimal non simple sets, ou mns sets). Un ensemble est dit simple si l'élimination

parallèle de tous ses points préserve la topologie du reste de l'objet. Un ensemble non simple

minimal est un ensemble qui n'est pas simple et dont tout sous-ensemble propre est simple. La

aratérisation de tels ensembles permet de véri�er la validité d'algorithmes d'aminissement.

En e�et, un tel algorithme ne doit détruire auun de es ensembles s'il veut bien préserver

la topologie de l'image. Il a été prouvé qu'un sous-ensemble P est P -simple si et seulement

s'il ne ontient auun ensemble mns. De manière plus générale, l'étude et la aratérisation

des ensembles non simples minimaux a été réalisée par Ronse [165℄ sur Z
2
pour les ouples de

onnexités (4, 8) et (8, 4), par Hall [89℄ pour la grille hexagonale et la (6, 6)-onnexité, par Ma

[142℄ pour Z
3
muni de la (6, 26), (26, 6), (18, 6) ou (6, 18)-onnexité et par Kong et Gau pour

la grille FCC [79℄ équipée de la (12, 12),(12, 18) et (18, 12)-onnexité ainsi que pour Z
4
ave

la (80, 8)-onnexité [80, 81℄ et la (8, 80)-onnexité [82℄. Les algorithmes de thinning utilisent les

stratégies présentées préédemment mais néessitent d'autres outils pour garantir la onservation

d'une information de nature géométrique. En 2D, a été introduite la notion de point terminal,

qui est un point adjaent à un seul autre point de l'objet. Un tel point, même s'il est simple

ne pourra pas être enlevé de l'objet pour garantir que les branhes signi�atives de l'objet sont

onservées. La notion de point terminal est étendue en 3D ave la notion de onnexité appropriée.

Caratéristiques d'Euler

A priori la aratéristique d'Euler néessite la onnaissane d'une déomposition ellulaire

de l'espae assoié. Nous allons voir omment dans le as de Z
2
, on a pu obtenir une version

purement disrète de ette aratéristique, qui ne dépend que de la paire d'adjaenes hoisies

pour le fond et l'objet.

Le alul de ette aratéristique part du prinipe que la paire d'adjaenes assoiée à Z
2

induit un plongement partiulier de l'objet dans R
2
(Fig. 2.33). Ainsi, la valeur obtenue repré-

sentera la aratéristique d'Euler de et analogue ontinu et ne orrespondra pas forément à

elle d'un analogue dé�ni di�éremment.



2.3. APPROCHE GRAPHE POUR DES IMAGES CONSTRUITES SUR Z
N

51

(a) Image disrète sur Z
2
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(b) 4-onnexité pour les pixels

noirs, 8-onnexité pour les pixels
blans
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() 8-onnexité pour les pixels

noirs, 4-onnexité pour les pixels
blans

Fig. 2.33 � Deux analogues ontinus assoiés à une seule image disrète
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Il existe, par exemple, deux méthodes lassiques pour assoier un analogue ontinu à une

image disrète onstruite sur (Zn, ωn), autrement dit pour réaliser un plongement de Z
n
dans

R
n
. L'analogue d'un objet O de Z

n
dans R

n
peut notamment être dé�ni omme l'union des

m-ubes de R
n
pour m = 0 à n dont les 2m oins sont adjaents dans O. En deux dimensions,

l'analogue d'un objet O peut ainsi être onstruit omme l'union de l'ensemble des points de O,
des segments dont les extrémités sont des points adjaents de O et des arrés unités dont les 4

oins sont dans O [110℄. Cet analogue est naturellement assoié au hoix de la 4-adjaene pour
l'objet et de la 8-adjaene pour le fond de l'image (Fig 2.33(b)). L'autre analogue lassiquement

assoié à un objet disret O de Z
n
onsiste en l'ensemble des k-simplexes de R

n
pour k allant

de 0 à n dont les k + 1 sommets sont adjaents dans O. En deux dimensions, un tel analogue

est omposé de sommets, arêtes et triangles et déoule naturellement du hoix de la 8-adjaene
pour l'objet et de la 4-adjaene pour le fond (Fig 2.33()).

En se fondant impliitement sur es analogues, Gray [87℄ a ainsi était apable de donner une

dé�nition purement disrète de la onstante d'Euler W (resp. Z) assoiée à un objet onstruit

sur une image binaire assoiée à Z
2
et munie de la paire de spel-adjaenes (8, 4) (resp. (4, 8)) :

4W = n(Q1)− n(Q3)− 2n(QD)

4Z = n(Q1)− n(Q3) + 2n(QD)

où n(Qi) (Fig. 2.34) représente le nombre de sous-ensembles de Z
2
de la forme {(k, j), (k +

1, j), (k + 1, j + 1), (k, j + 1)} dont exatement i spels ont pour valeur 1 et où n(QD) représente
le nombre de sous-ensembles de Z

2
de la forme {(k, j), (k+ 1, j), (k+ 1, j+ 1), (k, j + 1)} où soit

(k, j) et (k + 1, j + 1) ont pour valeur 1, et (k+ 1, j), (k, j + 1) 0 soit (k + 1, j) et (k, j + 1) ont
pour valeur 1 et (k, j) et (k + 1, j + 1) 0.

Si on alule n(Q1), n(Q3) et n(QD) pour l'image représentée sur la �gure 2.33(a),

on obtient : n(Q1) = 12, n(Q3) = 12 et n(QD) = 2. Si on reense maintenant le

nombre de sommets, d'arêtes et de faes de l'analogue (8, 4) visualisé sur la �gure

2.33(b), on obtient respetivement 31, 51 et 19. On véri�e alors aisément que W =
−1 alule bien la onstante d'Euler de l'analogue (8, 4) : χ = 31− 51 + 19 = −1.
Si on regarde maintenant l'analogue (4, 8) apparaissant sur la �gure 2.33(), les

nombres de sommets, d'arêtes et de faes s'élèvent respetivement à 31, 38 et 8.
La onstante d'Euler assoiée est ainsi égale à 31− 38+ 8 = 1, et orrespond bien

à la valeur de Z.

(a) Q1 (b) Q3 () QD

Fig. 2.34 � Con�gurations Q1, Q3, QD
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2.4 Approhe ellulaire pour des images onstruites sur Zn

Cette setion vise à dérire les outils topologiques spéi�ques aux déompositions ellulaires

assoiées à Z
n
. Les notions pouvant s'appliquer à des images onstruites sur des espaes disrets

quelonques seront dérites dans la setion 2.6.

Assoier une struture ellulaire à une image bâtie sur Z
n
est, dans le prinipe, équivalent

à réaliser un sur-éhantillonage de l'image et à onsidérer le modèle obtenu omme omposé

d'éléments hétérogènes. Certains de ses éléments représentant les spels de l'image, les autres

servant à exprimer les relations entre eux. Nous allons voir omment une telle information

ellulaire peut être onstruite. Nous examinerons ensuite les possibiltés existant pour représenter

ave une approhe ellulaire des agrégats de spels de Z
n
. Puis nous évoquerons di�érents travaux

visant à onstruire di�érentes notions de onnexité entre les spels de l'image. Ils onsistent à

mettre au point des politiques permettant de hoisir les liens adéquats parmi les éléments rajoutés

à l'image. Nous dérirons ensuite omment il est ii possible de onstruire des notions de surfae,

soit en pratiquant des analogies ave le ontinu, soit en se plaçant dans un adre purement disret.

Nous aborderons ensuite quelques travaux relatifs à d'autres invariants topologiques.

2.4.1 Dé�nitions

Comme nous l'avons préédemment évoqué, une image 2D (resp. 3D) est souvent assoiée

à un pavage arré (resp. ubique) de l'espae. Cette dé�nition s'étend bien évidemment en nD
où une image est le résultat d'un pavage de l'espae ave des n-ubes. L'espae disret sous-

jaent est onstruit sur Z
n
. Une déomposition ubique de l'espae R

n
déoule naturellement

de e modèle de représentation d'images. Elle est assoiée à un omplexe ubique. Le omplexe

lassiquement assoié à R
n
est appelé omplexe artésien [116, 120, 192, 193℄ et est dé�ni de la

manière suivante :

Dé�nition 2.4 (Complexe artésien) Pour tout k ≤ 1, Ik représente l'ensemble {0, 1, · · · , k}.
Les 0-ellules de Ik sont ses singletons, les 1-ellules sont les sous-ensembles de la forme {j, j+1}
pour 0 ≤ j < k.

Un omplexe artésien de dimension n, C
n
, onsiste en un ensemble de points Ik1×· · ·× Ikn

assoié à tous les sous-ensembles, appelés ellules disrètes, de la forme D = D1 × · · · ×Dn où

haque Di est une ellule de Iki. La dimension d'une ellule D est la somme des dimensions des

ellules Di. Une ellule de dimension m est appelée m-ellule.

Une m-ellule Dm
est dite m-fae d'une p-ellule Dp

, m ≤ p, noté Dm ≤ Dp
, si Dm ⊆ Dp

Un tel omplexe est naturellement muni d'une topologie ellulaire (f page 230). Assoier

un omplexe ubique à une image disrète revient à rajouter des informations entre les spels

de l'image, autrement dit équivaut à un sur-éhantillonnage de l'image. Il existe a priori deux

manières de onstruire un tel omplexe sur une image disrète. On peut onsidérer que haque

spel de l'image est représenté soit par une n-ellule (Fig. 2.35(a)), soit par une 0-ellule (Fig.

2.35(b)). Dans le premier as, un ensemble disret de spels est assoié au sous-omplexe omposé

des n-ellules orrespondant aux spels et de toutes leurs k-faes pour k allant de 0 à n−1. Dans
le deuxième as, il est représenté par le sous-omplexe omposé de l'ensemble des k-ellules, pour
k allant de 0 à n, dont toutes les 0-faes sont assoiées à des spels de l'image.

Plusieurs modèles équivalents visent à assoier impliitement ou expliitement un omplexe

ubique à une image disrète. Leur prinipale di�érene provient de leur manière de rajouter une

information d'ordre ellulaire sur l'espae disret sous-jaent Z
n
. Deux approhes sont possibles,
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(a) Spels assoiés aux n-ellules (b) Spels assoiés aux 0-ellules

Fig. 2.35 � Assoiations d'un omplexe ubique à une image disrète

soit adjoindre une information à haque élément de Z
n
pour pouvoir lui assoier une ellule

du omplexe ubique, soit onstruire expliitement un omplexe en travaillant sur des sous-

ensembles partiuliers de Z
n
.

La première approhe a été proposée par Khalimsky [104℄. Contrairement aux méthodes

orientées graphe, Z
n
est ii onsidéré omme un ensemble d'éléments hétérogènes. Ii les spels

de l'image sont représentés par un sous-ensemble de Z
n
. On appelle K

n
l'espae Z

n
muni de

la topologie de Khalimsky (Fig. 2.36). K n'est autre que Z muni d'une topologie de COTS

(Conneted Ordered Topologial Spae) : un point de Z sur deux est un ouvert, l'autre un fermé.

On dé�nit généralement les ouverts omme les points de oordonnée impaire, et les fermés omme

les points de oordonnée paire. L'espae K
n
est le produit artésien de n COTS K. La topologie

de haque point de K
n
est don déterminée par l'ensemble des parités de ses oordonnées.
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(a) Topologie assoiée à Z
2

(f Fig.

2.20(b)) : les points blans sont fermés, les

points gris ouverts
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(b) Complexe ellulaire équivalent à K
2

Fig. 2.36 � Topologie de Khalimsky sur Z
2
et omplexe ubique assoié
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Il a été prouvé que la topologie de K
n
est équivalente à la topologie de C

n
[109, 123℄. Il est

ainsi possible d'identi�er des points de K
n
ave des ellules de C

n
. Ainsi, les points dont toutes

les oordonnées sont impaires représentent les n-ubes (ouverts) de C
n
, 'est à dire les spels de

l'image, tandis que les points dont toutes les oordonnées sont paires sont assoiés aux 0-ellules
(fermées) de C

n
. Les points possédant k-oordonnées impaires et n− k oordonnées paires sont

alors vus omme les k-ellules de Cn
. Autrement dit les points de Zn muni de la topologie de

Khalimsky peuvent être répartis en (n+1) lasses, haune assoiée ave l'ensemble des ellules
de C

n
d'une dimension donnée. Une telle approhe revient à travailler sur une image disrète

déjà sur-éhantillonnée, dont on a doublé la résolution dans haque dimension. Et le lien entre la

grille de Khalimsky et les omplexe artésien permet d'obtenir un odage ompat et pratique

des ellules de e dernier [123, 124℄.

Bertrand et al. utilisent la deuxième approhe pour étudier la topologie de Z
n
mais ils

abordent la question sous l'angle des ordres. Ils assoient à Z
n
l'ordre induit par C

n
: |Hn| =

(Hn = Cn,⊇) (Fig. 2.37). Ils en déduisent par exemple di�érents types d'adjaene entre les

éléments de Z
n
. Deux éléments de Z

n
sont dits m-adjaents s'ils appartiennent à un même

m-ube. Ils utilisent parfois aussi l'ordre |⋆Hn| qui orrespond à l'ordre assoié au omplexe

Cn translaté de sorte que les n-ubes soient entrés sur les éléments de Z
n
. Ces deux ordres

équivalents orrespondent aux deux manières d'interpréter les spels de l'image, soit omme des

0-ellules, soit omme des n-ellules.

(a) Sous-ensemble de |H2| (b) Sous-omplexe de C
2

orrespondant

Fig. 2.37 � Correspondane entre l'ordre |H2| et le omplexe C
2

2.4.2 Struturation d'images en régions

Dans le adre de l'analyse d'images, on herhe souvent à représenter une image segmentée,

autrement dit dont les spels ont été regroupés selon un ritère d'homogénéité. Il est alors nées-

saire pour permettre l'extration de frontières, de surfaes et autres aratéristiques de l'image

de onserver après e proessus de segmentation une subdivision ellulaire de l'espae. Dans le

as des subdivisions ubiques, le proessus de segmentation regroupe des ubes de dimension

maximale et doit être apable de dé�nir l'ensemble des k-faes existant entre les groupes de
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ellules agglomérées.

En 2D et 3D des modèles spéialisés à base de artes ont été développés qui fournissent une

représentation topologique et géométrique adaptée aux images segmentées. Ainsi, l'approhe ex-

ploitée, notamment par Braquelaire et al. [30℄, en 2D, s'appuie sur la notion de arte topologique

planaire [185℄. Une telle arte, souvent appelée simplement arte planaire, est une partition du

plan eulidien en régions simplement onnexes (Déf A.24 page 217). Elle ontient un ensemble �ni

de sommets V , un ensemble �ni de ourbes de Jordan ouvertes dont les extrémités sont dans V
et un ensemble �ni de régions simplement onnexes dont les frontières sont des unions d'éléments

de V et E. Une telle subdivision est omposée d'un nombre �ni de régions bornées, appelées

faes �nies de la arte et d'une région non bornée, sa fae in�nie. On peut noter que le résultat

d'une segmentation sur une image ne fournit pas a priori de régions simplement onnexes (Fig.

2.38(a)). Si on onsidère maitenant le graphe de frontière assoié (Fig. 2.38(b)), on remarque

ependant qu'une arte topologique peut être assoiée à toute omposante onnexe de e graphe.

Autrement dit, pour représenter une telle partition, on disposera de plusieurs artes qui seront

reliées par une relation d'inlusion. Une des qualités de la arte topologique repose sur sa faulté

à être odée e�aement par une paire 〈σ, α〉 de permutations dé�nies sur un ensemble d'élé-

ments appelés brins. Chaque brin peut être vu omme une demi-arête de la arte topologique.

Cette représentation à l'aide de brins et de permutations est appelée arte ombinatoire [68, 43℄

(Fig. 2.38()). A partir de ertaines ombinaisons des permutations dé�nissant une arte om-

binatoire, on peut aisément retrouver les sommets, ars et régions onstituant la arte planaire.

Pour pouvoir assoier une telle struture à une image segmentée, il est alors néessaire de faire

apparaître sur elle-i les arêtes et les sommets onsituant les bords des régions. L'approhe

utilisée, appelée interpixels, revient tout simplement à doter l'image segmentée d'une struture

ellulaire. Les 2-ellules ne sont pas ii des pixels mais des régions 4-onnexes de pixels. Il su�t

alors de rajouter omme dans la �gure 2.38(e), les arêtes et les sommets appropriés pour dé�nir

la subdivision ellulaire assoiée.

L'avantage d'une telle struture par rapport aux notions de graphes d'adjaene de régions

et de graphes duaux évoqués dans la setion préédente, est qu'elle permet de oder toute

l'information ontenue dans es graphes de manière impliite. Les modi�ations de la arte,

orrespondant par exemple à des fusions ou des divisions de régions, seront ainsi moins oûteuses

à réaliser que dans le as des graphes duaux. Et, ontrairement aux appliations qui manipulent

diretement es graphes duaux, on ne risque pas d'inohérene entre les deux graphes. En outre,

e modèle stoke aussi naturellement l'ordre des arêtes autour d'un sommet, des régions autour

d'une arête, ou des régions autour d'une autre région.

Ainsi, les artes ombinatoires sont plus e�aes que les graphes duaux, à la fois grâe à

une struture plus ompate et à une information topologique plus rihe. Ces onstatations ont

amené à utiliser e modèle dans le adre des pyramides d'images. Les transformations permettant

de passer d'un niveau à l'autre de la pyramide suivent le même prinipe que elles développées

dans le adre des graphes duaux, tout en tirant partie des di�érents avantages des artes par

rapport aux graphes.

Il existe prinipalement deux modèles onstruits sur de telles artes et utilisés pour repré-

senter des images segmentées. Les artes topologiques GE ont été développées par Braquelaire

et al. [57, 31, 54℄ et les artes topologiques HLE introduites par Damiand et al. [44, 45℄. Leur

di�érene réside prinipalement dans l'interprétation géométrique, autrement dit le plongement

assoié à es artes. Les versions 3D de es modèles sont omparées dans [29℄. Ces deux types de

artes sont aussi parfois appelées artes disrètes. Un exemple d'objet 3D et de sa représentation

à l'aide de haun de es modèles est donné à titre d'illustration dans la �gure 2.39.
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(a) Image ontinue segmentée et les

frontières de ses régions
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(b) Graphe de frontière assoié
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(d) Image disrète segmentée ave la

même topologie

(e) Représentation de la géométrie de

ses régions ave des ontours inter-

pixels

Fig. 2.38 � Représentation de la topologie et de la géometrie d'une image segmentée
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V2V1

(a) Deux volumes adjaents entourés par la région in�nie
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Fig. 2.39 � Les éléments topologiques de ette subdivision 3D sont : 3 volumes, 6 faes, 2 arêtes

et 2 sommets

2.4.3 Connexité

On onsidère généralement que les ellules de dimension maximale représentent les spels de

l'image, mais le raisonnement est similaire lorsque les spels sont assoiés aux ellules de dimension

minimale. Les onnexités dé�nies sur une subdivision ellulaire représentant une image doivent

permettre de distinguer divers objets de spels de manière non ambigüe, autrement dit d'identi�er,

pour tout sous-ensemble de ellules maximales, l'ensemble des faes qui servent à les onneter. Il

s'agit de préiser la notion de onnexité entre ellules maximales, e qui revient à attribuer à tout

ensemble de ellules maximales un ensemble de ellules de dimension inférieures aratérisant

sa onnexité.

Il existe deux prinipales approhes pour dé�nir e type de onnexité. On peut rajouter

une information sur le omplexe qui séletionne, pour une ellule [118℄ ou pour un ensemble de

ellules [12℄, les ellules de dimensions inférieures qui vont être utilisées pour les onneter. Une

autre possibilité onsiste à extraire du omplexe des sous-omplexes dont haun orrespond à

une omposante onnexe [21℄.

Lorsqu'on travaille ave des images onstruites sur Z
n
, on manipule des omplexes arté-

siens ou une struture équivalente. Les aratéristiques géométriques induites sur es omplexes

permettent de dé�nir des règles d'életions de faes valables pour toutes les ellules de la subdi-

vision.

Ainsi, Kovalevsky propose dans [118℄ d'avoir reours à des règles d'appartenane globales

(global fae membership), autrement dit il suggère de toujours séletionner pour haque el-

lule maximale de l'image un même sous-ensemble de faes qui fera partie de toute omposante

onnexe ontenant ette ellule. Il prend pour exemple le omplexe assoié à la lassique sub-

division arrée de l'espae R
2
. Pour haque 2-ellule, il garde une 0-ellule : son oin gauhe et
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deux 1-ellules : l'horizontale du haut et la vertiale de gauhe (Fig. 2.40(a)). Cette onnexité

orrespond à la 6-onnexité sur Z
2
. Deux autres exemples lassiques de telles règles exploitent

la valeur des spels. Il s'agit de la règle du marquage maximum qui attribue une k-ellule à la

n-ellule de son étoile qui possède la valeur la plus grande (Fig. 2.40(b)) et de son opposée la

règle du marquage minimum (Fig. 2.40()). Si la globalité de es règles d'appartenane rend les

onnexités plus failes à oder, elle ne permet pas de apturer toutes les onnexités possibles.

Elle est, par exemple inapable d'obtenir des onnexités équivalentes aux ouples de onnexité

généralement dé�nis sur Z
n
.

(a) Règle d'appartenane glo-
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Fig. 2.40 � Di�érentes règles d'appartenane proposées par Kovalevsky

Une autre approhe a été envisagée par Dominguez et al. dans [12℄. Elle a été dé�nie sur

des omplexes polyédriques et peut don s'appliquer sur les omplexes artésiens. Les faes à

séletionner sont déterminées à l'aide de fontions, appelées fontions d'élairage (faible) ((weak)

lighting funtions)

13

. Pour être valide, une telle fontion doit véri�er un ensemble de propriétés

minimales. Et toute fontion véri�ant es propriétés permet de dé�nir des notions de onnexités

orretes. Pour un ensemble de ellules maximales donné, ette fontion "élaire" toutes les

ellules onourant à sa onnexité. Ainsi il est possible de onstruire des fontions permettant

de retrouver sur un omplexe arré (2D) et sur un omplexe ubique (3D), les ouples de

onnexités lassiques et de les étendre naturellement dans les dimensions supérieures.

En�n, Bertrand et al. ont reours dans [21℄ à des outils de morphologie mathématique. Ils

travaillent en terme d'ordre. Et leur méthode revient à extraire d'un ordre donné, un sous-ordre

adéquat engendré par un ensemble d'éléments orrespondant à un ensemble de spels. Ils utilisent

les transformations tout ou rien (hit or miss transformations) pour onstruire des sous-ordres

orrespondant à des onnexité di�érentes. Ils appliquent ette méthode à l'ordre H2
assoié à Z

2

et montrent que les deux onnexités obtenues orrespondant respetivement à la 4-onnexité et
à la 8-onnexité de l'objet extrait. Ce proessus s'étend pour obtenir des onnexités équivalentes

à ωn et αn sur Z
n
, il semble ependant inapable d'extraire d'autres ouples de onnexité sur

Hn
.

2.4.4 Surfaes et bords d'objets

Il existe prinipalement deux approhes pour dé�nir une surfae sur un omplexe assoié à

Z
n
.

La première s'appuie sur l'utilisation d'un analogue ontinu de l'image. Elle a été notamment

13

Nous y reviendrons plus en détail dans les hapitres 3 et 4
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exploitée par Dominguez et al. [11, 12℄. Ils utilisent un modèle de représentation multi-niveaux

dont nous reparlerons plus en détail dans le hapitre 3. Le premier niveau orrespond au omplexe

représentant l'image, le dernier représente l'analogue ontinu de e omplexe onstruit à partir

de la onnexité hoisie. Un objet sur le omplexe sera une surfae si son pendant ontinu est

une variété. On peut noter que la plupart des surfaes dé�nies via l'approhe graphe sont des

as partiuliers de surfaes onstruites sur es omplexes. Cette dé�nition est ependant assez

di�ile à exploiter puisqu'elle ne fournit pas diretement de aratérisation des surfaes dans

l'espae disret

14

. D'autres dé�nitions de surfaes propres aux subdivisions ubiques ont aussi été

proposées en 3D par Khahan et al. [103, 102℄. Elles exploitent les propriétés de es subdivisions.

Elles se fondent aussi sur l'analogue ontinu d'un ensemble de voxels (ubes de dimension 3)
induit par les relations de (6, 26) ou (26, 6) onnexités. Il s'agit des n-variétés ubiques faibles

(ubial n-weakmanifold) et des n-pseudo-variétés ubiques (ubial n-pseudomanifold).

L'autre approhe onsiste à aborder la question de façon purement disrète. Elle a entre

autres été adoptée par Bertrand et al. [21℄. Leur modèle se fonde omme préédemment sur les

ordres. Un sous-ordre de H3
est assoié à Z

3
. Ce sous-ordre dépend du hoix de la onnexité

et est obtenu, omme dit préédemment, par une transformation morphologique. La notion de

surfae fermée sur un tel sous-ordre est dé�nie de manière réursive et ne néessite pas d'autre

information que elle ontenue dans le sous-ordre lui-même. On verra ultérieurement qu'elle

onstitue un as partiulier des n-surfaes dé�nissables sur des ordres quelonques (Déf. 3.9

page 95). Deux types de surfaes peuvent ainsi être dé�nis, qui orrespondent aux deux notions

de onnexités obtenues via les opérations "tout ou rien". A partir de leur dé�nition réursive,

Bertrand et al. ont été apables d'extraire toutes les on�gurations loales pouvant apparaître

dans de telles surfaes. Ils ont, en outre, montré l'équivalene entre leur surfaes et elles de

Morgenthaler et al. [155℄ onstruites sur des adjaenes équivalentes. En�n, ils ont étendu es

travaux pour des surfaes sur Z
4
.

2.4.5 Invariants topologiques

La plupart des invariants topologiques assoiés à des images onstruites sur Z
n
via une

approhe ellulaire ne sont pas spéi�ques au hoix de Z
n
et leur dé�nition reste valable sur des

strutures ellulaires plus générale. Nous les évoquerons don dans la setion 2.6.5.

On mentionnera seulement ii les travaux liés à la onstrution d'une théorie de l'homolo-

gie adaptée aux omplexes artésiens. Les ellules de tels omplexes ne possèdent a priori pas

d'orientation e qui ontraint à utiliser le groupe de oe�ient Z/2Z pour onstruire les groupe

de haînes assoié à e omplexe. En e�et, l'utilisation de e groupe empêhe l'apparition de

fateurs négatifs devant les ellules. Et de tels fateurs ne sont pas appropriés dans le adre des

omplexes artésiens puisqu'ils indiquent qu'on onsidère l'orientation inverse de l'orientation

assoiée à la ellule. Une onstrution des groupes d'homologie assoiés à une image onstruite

sur Z
3
a été proposée par González-Díaz et al. dans [86℄. Leur étude permet, en outre, d'ob-

tenir les groupes de ohomologie et un autre invariant plus fort lié à l'anneau de ohomologie.

Une autre étude des groupes d'homologie sur des grilles ubiques a été réalisée dans [98℄. Une

approhe di�érente permettant aussi d'étudier l'homologie sur Z/2Z a aussi été proposée par

Webster [191℄ dans le adre des espaes de Khalimsky.

14

Nous reviendrons sur le sujet dans la setion 3.2.4 page 103
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2.5 Généralisation et abstration de l'approhe graphe

Nous étudions ii l'abstration de l'approhe graphe vue dans le as de Z
n
. Il s'agit de

erner l'information intrinsèquement ontenue par e type de struture sans l'apport de données

extérieures. L'idée est d'évaluer onrètement la puissane de représentation de la struture

graphe a�n de déterminer si l'utilisation de ette approhe ave d'autres espaes disrets que Z
n

pourra s'avérer réellement e�ae ou demandera de redé�nir systématiquement les propriétés

topologiques en fontion des aratéristiques propres de l'espae. On peut déjà pressentir la

réponse en remarquant que la plupart des notions topologiques dé�nies via ett approhe sur

Z
n
étaient fortement dépendantes des propriétés de Z

n
.

Nous dé�nissons tout d'abord l'abstration de l'espae (Zn, ωn). Puis, nous évoquons la re-

présentation d'agrégats de spels. Nous montrons ensuite qu'il est possible de mettre en évidene

des propriétés véri�ées par les spel-adjaenes qui garantissent une "bonne" onnexité des spels.

Nous évoquons ensuite les di�érents moyens de dé�nir des surfaes. Sans renseignement addi-

tionnel, la première méthode mentionnée dans le as de Z
n
(surfae de spels) donne peu de

résultats. Mais nous expliquons omment une des pistes proposées par la deuxième méthode

(surfae de spels) peut être formalisée dans e ontexte très général. Nous onluons en en-

visageant la pauvreté des invariants topologiques utiles que l'on peut onstruire sur une telle

struture.

2.5.1 Dé�nitions

Les images disrètes au sens de Herman sont onstruites sur un espae disret (de Herman)

qui onstitue une abstration de l'espae disret (Zn, ωn) et des notions de maillage et de graphe

d'adjaene de régions.

Avant de parler préisément des images de Herman, nous rappelons d'abord quelques dé�ni-

tions. Etant donné un ensemble quelonque M et une relation binaire sur et ensemble ρ, on dit

que la suite c0, c1, · · · , cp−1, cp est un ρ-hemin sur M si (ci−1, ci) ∈ ρ pour tout i ∈ {1, · · · , p}.
Si c = c0 et d = cp, on dit alors que c et d sont ρ-onnetés dans M . Si c = d, on dit que le

hemin est fermé . Si la relation de ρ-onnexité est une relation d'équivalene sur M , alors elle

permet de dé�nir des omposantes ρ-onnexes sur M . Si M en possède une seule, on dit qu'il

est ρ-onnexe. Si ρ est symétrique alors la ρ-onnexité est une relation d'équivalene (il s'agit là

d'une ondition su�sante mais pas néessaire).

Soit L l'ensemble des lettres de l'alphabet et ρL la relation "lettres �te à �te dans

l'alphabet", ρL est symétrique, M est bien évidemment ρL-onnexe. Et a,b,,d
est un ρL-hemin ontrairement à a,,d,f. .

La manière la plus générale de dé�nir une struture topologique de type graphe pour une

image est très ertainement elle de Herman dans [91, 92, 94℄. Il ne présuppose en e�et rien sur

la géométrie des spels. La seule ontrainte que doit véri�er l'espae disret sous-jaent à l'image

est d'être onnexe pour une ertaine relation de voisinage.

Dé�nition 2.5 (espae disret (de Herman)) Un espae disret est une paire (V, π), où V
est un ensemble quelonque non vide et π une relation binaire symétrique sur V telle que V est

π-onnexe.

π est appelé proto-adjaene ou pré-adjaene.
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L'ensemble des lettres de l'alphabet L muni de la relation ρL est un espae disret

au sens de Herman

Un espae disret peut tout à fait être vu omme un graphe non orienté onnexe dont les

sommets sont les éléments de V et les arêtes les ouples de sommets π-adjaents. La notion de

hemin sur le graphe orrespond tout simplement à la notion de π-hemin sur l'espae disret.

Une image disrète (au sens de Herman) se onstruit sur un tel espae.

Dé�nition 2.6 (Image disrète (de Herman)) Une image disrète sur un espae disret

(V, π) est un triplet (V, π, f) où f est une appliation dont le domaine est V .

Dans les travaux de Herman, les images onsidérées sont des images binaires, 'est à dire que

f a pour ensemble image {0, 1}. Pour simpli�er, on appellera respetivement 0-spels et 1-spels les
spels auxquels la fontion f assoie respetivement 0 et 1. En outre, l'étude se restreint souvent

à des images �nies 'est à dire telles que le sous-ensemble des 1-spels est �ni.

Les images onstruites sur Z
n
évoquées préédemment sont des as partiuliers d'images de

Herman.

2.5.2 Struturation d'images en régions

De même que pour les images bâties sur Z
n
, on peut utiliser des graphes d'adjaene de

régions pour struturer une image onstruite sur un espae disret (V, π). Les régions orres-

pondront ii à des sous-ensembles de V et deux régions seront adjaentes lorsqu'un élément de

l'une sera adjaent à un élément de l'autre. Bien sûr ette représentation sou�re des mêmes

limitations que sur Z
n
. On peut ependant remarquer qu'un tel graphe d'adjaene onstitue

lui-même un espae de Herman et assoié ave ave une fontion attribuant un label à haun

de ses éléments, il est préisément une image au sens de Herman. Ce adre fournit don un adre

homogène à la desription d'une image à la fois au niveau pixel et au niveau région.

L'utilisation des graphes duaux dans le ontexte de es espae ne s'avérera approprié que si

l'ensemble V ontient des éléments dotés d'une dimension et tels que ette dimension soit au

plus 2.

2.5.3 Connexité

Par dé�nition, tout espae disret au sens de Herman est assoié à une relation binaire

pour laquelle il est onnexe. Cependant, omme nous l'avons vu dans le as de Z
n
, il peut être

néessaire de manipuler d'autres notions de onnexité sur un espae disret. Pour ela, on dé�nit

d'abord la notion de spel-adjaene sur (V, π). Il s'agit tout simplement d'une relation binaire

symétrique ρ sur V telle que π ⊆ ρ. La propriété de symétrie d'une spel-adjaene garantit que la

notion de onnexité assoiée à ette adjaene est bien une relation d'équivalene sur l'ensemble

des spels. Ainsi, étant donnée une spel-adjaene ρ sur un espae disret (V, π), il est possible
de partitionner V en omposantes ρ-onnexes.

Les adjaenes dé�nies lassiquement sur (Zn, ωn), (ZφB , β
φ
B) et (ZφF , β

φ
F ) rappelées dans la

setion 2.3.3 page 35 sont bien des spel-adjaenes au sens de Herman.

Les spel-adjaenes les plus souvent onsidérées possèdent, en outre, d'autres propriétés qui

garantissent une plus grande ohésion entre des spels adjaents de l'espae disret [94℄. On peut

onsidérer et ensemble d'adjaenes omme des adjaenes spéialisées. Parmi elles se trouve

entre autres la spel-adjaene serrée (en anglais tight spel-adjaenies). Pour la dé�nir, il est
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néessaire d'introduire la notion de suite de spels ρ-serrée. Une suite de spels entre deux spels

c et d est dite ρ-serrée si tout élément de la suite est soit ρ-adjaent à c, soit ρ-adjaent à d.
Une relation de spel-adjaene ρ est alors dite �serrée�, si pour toute paire de spels ρ-adjaents,
(c, d), il existe un π-hemin ρ-serré reliant c à d.

Cette restrition est somme toute assez logique. En e�et, si une spel-adjaene ρ n'est pas

serrée, alors il va exister au moins deux éléments c et d reliés par une ρ-adjaene et tels que tout
π-hemin allant de l'un à l'autre ontient au moins un spel intermédiaire qui n'est ρ-adjaent ni
à c, ni à d. Autrement dit, la relation d'adjaene ρ �saute par-dessus� des spels entre c et d, e
qui paraît peu approprié pour une relation d'adjaene.

Il existe une autre atégorie de spel-adjaenes, qui est un as partiulier de la spel-adjaene

serrée. Il s'agit de la spel-adjaene très serrée (ou very tight spel-adjaeny). Une relation de

spel-adjaene ρ est dite �très serrée� si pour toute paire de spels ρ-adjaents, (c, d), il existe un
π-hemin reliant l'un à l'autre et tel que tout spel du hemin est ρ-adjaent à c.

Les spel-adjaenes αn et δn dé�nies sur l'espae disret Z
n
sont elles-même des spels-

adjaenes très serrées.

En�n, une dernière atégorie de spel-adjaene a été utilisée par Lateki dans [126℄. On

pourrait la nommer spel-adjaene vraiment très serrée, puisque pour toute paire de spels (c, d)
reliés par une telle spel-adjaene ρ, il existe un π-hemin entre c et d tel que tout élément de

e hemin est à la fois ρ-adjaent à c et à d.
Dans le as de l'espae disret Z

n
, on dé�nit aussi la notion de spel-adjaene loale qui n'est

autre qu'une spel-adjaene ontenant ωn et ontenue dans αn [94℄.

Il faut là enore noter qu'il n'est pas toujours possible de dé�nir une topologie au sens

lassique du terme sur de tels espaes disrets. Autrement dit, étant donné un espae (V, π),
on n'est pas toujours apable de dé�nir une famille d'ouverts O dont la onnexité induite (f

Déf. A.10 page 211) oïnide soit ave la π-onnexité, soit ave une autre notion de onnexité

ohérente ave la struture de l'espae.

Dans le as de Z
n
, nous avons vu, via le théorème 2.1 omment déterminer si une famille

de ses sous-parties dé�nissait une topologie. Ce théorème peut être maintenant reformulé en

utilisant la terminologie proposée par Herman.

Théorème 2.7 (Topologie assoiée à Z
n
) Une famille , O, de P(Zn) dé�nit une topologie

sur Z
n
si et seulement s'il existe une spel-adjaene ρn telle que :

i). ρn soit loale et très serrée

ii). les omposantes ρn-onnexes de Z
n
soient préisément ses omposantes onnexes pour la

topologie O.

2.5.4 Surfaes et bords d'objets

Comme dans le as des surfaes dé�nies sur les images disrètes onstruites sur Z
n
, il existe

deux manières de dé�nir une surfae sur un espae disret (V, π):

i). omme un ensemble de spels, �n et séparant,

ii). omme un ensemble de paires de spels ou surfels.

Comme nous l'avons vu préédemment, la notion de frontière entre objets n'est pas intrin-

séquement dé�nie par la première approhe, et toute la question onsiste à onstruire un sous-

ensemble de spels qui satisfasse la propriété de séparation d'une surfae et qui soit en même

temps un objet �n. Cette approhe n'est généralement utilisée que sur l'espae disret Z
n
, ar
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elle peut dans e as exploiter des propriétés géométriques impliites des régions de l'image. Et

les dé�nitions proposées sont fortement dépendantes des spel-adjaenes utilisées. Une tentative

de généralisation a été faite par Herman dans [94℄ pour des espaes disrets quelonques mais

le sous-ensemble de spels qu'il aratérise, et appelle variété de spels, ne possède pas toujours la

propriété de Jordan. En fait, le omplémentaire d'une variété de spels dans l'espae disret est

omposé d'au plus deux omposantes onnexes pour la proto-adjaene mais dans de nombreux

as, il n'est en réalité omposé que d'une seule omposante onnexe.

Comme nous l'avons vu dans le as d'un espae disret onstruit sur Z
n
, la deuxième ap-

prohe, ontrairement à la première, induit naturellement une notion de frontière entre un objet

et le fond de l'image : il s'agit de l'ensemble des ouples de spels (c, d) où c est un spel de

l'objet et d un spel du fond adjaent à c selon la proto-adjaene. On peut là aussi jouer sur

les 3 fateurs déjà mentionnés pour dé�nir des surfaes appropriées : la dé�nition de l'espae

disret, la onstrution de l'image disrète, la ou les notion(s) de onnexité. Les deux premières

pistes n'ayant pas été exploitées en dehors des espaes onstruits sur Z
n
, nous n'évoquons ii

que la troisième. L'idée d'utiliser di�érentes onnexités n'est pas neuve mais le ontexte des

espaes disrets de Herman a permis de formaliser di�érentes méthodes de reherhe de paires

de spel-adjaenes adéquates.

Herman suggère notamment de ne onsidérer que des paires de spel-adjaenes serrées et

propose dans [92, 94℄ une lassi�ation de telles paires {κ, λ}, pour des images binaires, en paire

de Jordan forte, paire de Jordan et paire de Jordan faible. Une paire de spel-adjaenes est dite

paire de Jordan forte si dans toute image (�nie ou pas) onstruite sur l'espae disret, toute

frontière (�nie ou pas) entre un objet κ-onnexe (resp. λ-onnexe) et le fond λ-onnexe (resp.

κ-onnexe) est une surfae de Jordan. La paire de Jordan ne garantit ette propriété que pour

les frontières �nies, et la paire de Jordan faible seulement pour les frontières �nies sur des images

�nies. Dans le as de (Zn, ωn), par exemple, {δn, ωn} est une paire de Jordan forte.

Le problème peut alors être envisagé de deux manières :

i). étant donné un espae disret, hoisir de "bonnes paires" de spel-adjaenes évitant le

paradoxe de la onnexité,

ii). aratériser des espaes disrets tels que toute paire de spel-adjaenes véri�ant éventuel-

lement une ou plusieurs propriétés additionnelles soit une "bonne paire" d'adjaene.

Dans le premier as (i), il est bien sûr possible de tenter une approhe direte, 'est à

dire onsidérer une paire d'adjaenes sur un espae disret et déterminer si elle satisfait une

des dé�nitions de paires de Jordan. Cette méthode paraît plut�t hasardeuse dans le as général

mais sur un espae partiulier omme Z
n
, elle peut ommener à fournir une partie des réponses.

D'autre part, si elle fournit au moins une paire adéquate, il est ensuite possible d'utiliser des outils

et théorèmes pour en déduire d'autres [94℄. En e�et, si l'on onnaît une paire satisfaisant une des

trois dé�nitions de Herman, il est parfois possible d'en déduire d'autres paires adéquates sur le

même espae disret ou sur un espae disret onstruit sur les mêmes éléments mais possédant

une proto-adjaene di�érente. D'autres paires peuvent aussi être déduites en onsidérant des

informations additionnelles sur l'espae disret, prinipalement son plongement éventuel dans

un espae ontinu [125℄.

La deuxième piste (ii) a notamment été exploitée par Herman [2, 93, 94℄. Il a ainsi dérit

des espaes disrets, les graphes de Jordan, pour lesquels toute paire de spel-adjaenes serrées

est une paire de Jordan, et d'autres espaes, les graphes de Jordan forts et les espaes disrets

1-simplement onnexes, pour lesquels toute paire de spel-adjaenes serrées est une paire de

Jordan forte. La �gure 2.41 montre un graphe de Jordan qui n'est pas onstruit sur l'espae
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disret Z
n
.

d

a b

e

c

Fig. 2.41 � Exemple d'un graphe de Jordan fort �ni : les spels sont les 5 régions de l'image.

Deux spels sont proto-adjaents s'ils partagent une arête.

2.5.5 Invariants topologiques

Sur un espae disret quelonque, on ne dispose a priori que de l'information d'adjaene

entre spels.

Pour onstruire un groupe fondamental, on a vu (setion 2.3.5 page 45) qu'on avait essen-

tiellement besoin de dé�nir trois notions, elle de laet ou hemin fermé, elle de laet homotope

à 0 et elle de déformation ontinue. De telles notions peuvent tout à fait être dé�nies sur un

graphe quelonque [148℄ et don sur un espae disret (V, π). Cependant, on peut supposer que

omme pour les images onstruites sur Z
n
, on sera obligé d'utiliser au as par as des proprié-

tés additionnelles des espaes onsidérés pour obtenir des dé�nitions ohérentes ave l'image

assoiée.

2.6 Généralisation et abstration de l'approhe ellulaire

Cette approhe rentre dans le adre de la topologie ombinatoire. Ainsi, les reherhes dans

e sens peuvent s'appuyer sur les travaux déjà e�etués en topologie ombinatoire qui fournissent

à la fois un adre théorique et un ensemble de dé�nitions d'invariants topologiques.

Les subdivisions ellulaires ont été formellement introduites dans le ontexte de l'analyse

d'images par Kovalevksy [117, 118℄ pour pallier les insu�sanes des représentations par graphes

d'adjaene. Il s'agit d'une extension de la déomposition ellulaire du plan proposée par Alexan-

dro� et Hopf dans [7℄.

Nous allons ommener par voir qu'il existe plusieurs manières d'assoier une struture el-

lulaire à une image, selon notamment que l'on exprime ou non la dimension des éléments de

la subdivision. Nous dérirons ensuite les modèles développés pour représenter des subdivisions

d'espaes, autrement dit struturer l'image en régions. Nous verrons qu'ils sont lassables en deux

grandes atégories, ertains apables de rendre ompte de la présene de multi-inidene dans

la subdivision, d'autres non. Nous onstaterons aussi qu'il existe une grande variété dans leur

dé�nitions, même si le prinipe de représentation ellulaire sous-jaent est ommun à tous. Nous

aborderons ensuite le problème de la dé�nition de diverses onnexités dans de tels espaes. Puis

nous nous penherons sur la dé�nition de strutures dédiées à la représentation de subdivision

de surfaes. Au passage, nous verrons que ertaines d'entre elles peuvent aussi bien être utilisées
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pour représenter la subdivision de n'importe quel espae eulidien. En�n, nous évoquerons les

invariants topologiques qui peuvent être adjoints à es strutures.

Le tableau 2.7 page 88 rassemble les modèles de représentation ellulaires que nous évoquons

dans la suite de ette setion et met en évidene ertaines propriétés assoiées.

2.6.1 Dé�nitions

Très informellement, on peut dire qu'une struture ellulaire est omposée d'un ensemble

d'éléments reliés par des relations hiérarhiques ("fae de", "plus petit", "inlus dans". . .).

Nous avons vu que l'approhe ellulaire sur Z
n
revenait prinipalement à ajouter à Z

n
soit une

struture ellulaire, soit une struture d'ordre, dans les deux as "ubique". Ces deux approhes

peuvent naturellement s'étendre à des espaes disrets quelonques. Le prinipe ommun à es

deux modèles onsiste à assoier un sous-ensemble d'éléments partiuliers aux spels de l'image,

les autres éléments servant à exprimer la nature des liens entre les spels.

La notion de omplexe ellulaire abstrait (ou abstrat ellular omplex) introduite par Kova-

levsky [118℄ est l'abstration des subdivisions onstruites sur des omplexes artésiens.

Dé�nition 2.8 (Complexe ellulaire abstrait [118℄) Un omplexe ellulaire abstrait C =
(E,<, dim) est un ensemble E d'éléments abstraits muni d'une relation binaire antisymétrique,

irré�exive, transitive < ⊂ E×E, appelée relation de bord (ou de fae) et d'une fontion dimen-

sion dim : E → I, de E dans un ensemble I d'entiers positifs ou nuls telle que ∀(e, e′) ∈ E ×E
tels que e < e′, dim(e) < dim(e′).

Soit un ensemble �ni de points, F . L'ensemble des parties de F , P(F ), muni de

la relation d'inlusion ⊂ et d'une fontion dimension qui assoie à tout élément

de P(F ) son ardinal est un omplexe ellulaire abstrait.

Un omplexe ellulaire abstrait est dit �ni si l'ensemble des ellules le omposant est �ni.

Un omplexe dont la fontion dimension ne peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs est dit de

dimension �nie

15

. On parle alors de omplexe ellulaire abstrait de dimension n où n est la plus

grande valeur que peut prendre la fontion dimension assoiée. S'il représente une subdivision

homogène, 'est à dire dont toute ellule est fae d'une ellule maximum, un omplexe est dit pur

[8℄ (Fig. 2.42). Si une subdivision homogène est telle que toute n-ellule soit reliée à toute autre
n-ellule par un n-hemin ne ontenant que des n-ellules et des (n − 1)-ellules, son omplexe

assoié est quali�é de fortement onnexe [8, 118℄ (Fig. 2.42).

Les propriétés d'homogénéité et de forte onnexité sont ouramment véri�ées sur des om-

plexes assoiés à des images où les n-ellules représentent les spels de l'image et les ellules de

dimensions inférieures les liens qui unissent es spels. En e�et, dans une telle optique, des ellules

non inidentes à une ellule maximale n'apportent rien à la ompréhension de l'image. Et la pro-

priété de forte onnexité garantit juste que l'ensemble des spels onstituant l'image est onnexe

par faes maximales dans le as de Kovalevsky. En fait, ette propriété est tout à fait similaire à

la propriété de onnexité exigée par Herman sur ses espaes disrets et garantit l'existene d'une

relation de proto-adjaene (f dé�nition 2.5 page 61) entre les spels pour laquelle l'ensemble

des spels est onnexe.

Un niveau d'abstration supplémentaire a été proposé par Bertrand et al. dans [18, 21℄.

En e�et, le modèle qu'il propose oublie la notion de dimension assoiée aux éléments pour ne

15

Rien n'empêhe un omplexe abstrait de dimension �nie de posséder un nombre in�ni d'éléments
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(a) Complexe pur et fortement

onnexe

(b) Complexe non pur et a for-

tiori non fortement onnexe

() Complexe pur mais non for-

tement onnexe

Fig. 2.42 � Propriétés d'homogénéité et de forte onnexité des omplexes



68 CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DES IMAGES

se onentrer que sur les éléments eux-mêmes et la relation qui les lie. Ce modèle est tout

simplement appelé un ordre. Il est une généralisation de l'ordre |Hn| utilisé ave Z
n
.

Dé�nition 2.9 (Ordre [18℄) Un ordre |X| est une paire (X,α) où X est un ensemble et α une

relation binaire, ré�exive, antisymétrique et transitive sur X.

Soit un ensemble �ni de points, F . L'ensemble des parties de F , P(F ), muni de

la relation d'inlusion ⊆ est un ordre.

Nous reviendrons sur les liens entre ordre et omplexes dans les hapitres suivants. On peut

juste d'ores et déjà noter qu'étant donné un omplexe ellulaire abstrait (E,<, dim), la paire

(E,≤), où ≤ est déduite de < en lui rajoutant la propriété de ré�exivité, est bien un ordre.

On remarque aussi que la notion d'ordre est équivalente à la notion de graphe orienté ay-

lique (ou DAG pour Direted Ayli Graph). Par la suite, tout ordre sera d'ailleurs représenté

par un DAG. Pour simpli�er la représentation, on exploitera la propriété de transitivité de la

relation d'ordre en ne faisant apparaître que les liens direts entre éléments.

L'ensemble X = {x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10}, muni de la relation α
dé�nie i-dessous est un ordre :

� α(xi) = {xi} pour i ∈ {0, 1, 2}
� α(xi) = {xi, x1} pour i ∈ {3, 4, 5}
� α(xi) = {xi, x2} pour i ∈ {6, 7}
� α(x8) = {x8, x0, x3, x1}
� α(x9) = {x9, x3, x1, x4}
� α(x10) = {x4, x1, x5, x6, x2, x7}
Cet ordre est représenté sur la �gure 2.43.

On peut noter que es deux modèles peuvent tout à fait être utilisés pour struturer une image

en régions, tant que la subdivision que l'on veut représenter ne ontient pas de multi-inidene

(autrement dit des ellules plusieurs fois inidentes à une même ellule).

2.6.2 Struturation d'images en régions

Lorsqu'on manipule des modèles ellulaires pour représenter la subdivision d'une image en

régions, on est naturellement amené à distinguer deux types de partitions : elles qui ontiennent

des inidenes multiples et elles qui en sont dépourvues. Certains modèles sont, en e�et, ina-

pables de rendre ompte d'une inidene multiple.

D'un point de vue théorique, ette limitation ne pose pas de problème ar il est toujours pos-

sible de ra�ner n'importe quelle subdivision pour obtenir une subdivision sans multi-inidene

[90℄. D'un point de vue pratique par ontre, les onséquenes peuvent être désastreuses puisque

le ra�nement d'une subdivision augmente la quantité d'informations à traiter lorsque l'on veut

y réaliser des opérations. De plus, il faut ontraindre la subdivision à rester sans multi-inidene

quels que soient les opérateurs appliqués. Cette dernière restrition est partiulièrement ontrai-

gnante. Ainsi, manipuler un objet représenté par une subdivision sans multi-inidene aroît

généralement le oût en mémoire et en temps des traitements ainsi que la omplexité des algo-

rithmes auquel il est soumis.

Ces ontraintes sont partiulièrement inadaptées aux besoins de la modélisation géométrique,

sans ompter que des inidenes multiples peuvent aussi apparaître lors de ertains proessus de

segmentations .
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(a) DAG représentant expliitement toute
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() DAG épuré représentant implitement toute l'in-

formation ontenue dans l'ordre

Fig. 2.43 � Représentation d'un ordre par un DAG

Il existe un grand nombre de modèles permettant de représenter des subdivisions sans ou

ave multi-inidene, à di�érents degrés d'abstration.

Subdivisions sans multi-inidene

Les omplexes ellulaires abstraits et les ordres évoqués préédemment en font partie, si on

onsidère qu'au lieu de représenter les spels de l'image, les éléments "maximaux" de es deux

modèles sont assoiés à des régions de l'image. Dans les deux as, auune hypothèse n'est imposée

sur la nature géométrique des ellules de la subdivision onsidérée. Une autre représentation a

elle-aussi été employée pour représenter de telles subdivisions, il s'agit des graphes d'inidene,

notamment utilisés par Edelsbrunner en géométrie algorithmique [65℄.

Dé�nition 2.10 (Graphe d'inidene [33℄) Le graphe d'inidene induit par une partition

ellulaire homogène de dimension n est dé�ni omme un graphe orienté dont les n÷uds or-

respondent aux ellules de la partition et où haque ar orienté onnete une i-ellule à une

(i− 1)-ellule inidente. Chaque n÷ud d'un tel graphe est étiqueté par la dimension de la ellule

orrespondante.

On note Ii l'ensemble des indies des i-ellules de la partition ellulaire. Un graphe d'ini-

dene de dimension n peut ainsi être noté IGC = (C,≺) où C =
⋃i=n
i=0 (

⋃
β∈Ii

ciβ) est l'ensemble

des ellules de la partition et ≺ est la relation d'inidene entre les (i−1)-ellules et les i-ellules,
i ∈ {1, · · · , n}.

Un graphe d'inidene �ni est un graphe d'inidene tel que C est un ensemble �ni de ellules.

Il représente alors une subdivision �nie d'un espae topologique. La ondition d'homogénéité

n'est a priori pas néessaire pour onstruire un graphe à partir d'une subdivision, mais, en
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Fig. 2.44 � Subdivision du plan R
2
et graphe d'inidene assoié

pratique, lorsqu'on parle de graphe d'inidene, elle est généralement impliite. C'est pourquoi

nous l'inluons ii dans la dé�nition de graphe d'inidene.

Un autre type de omplexe abstrait joue un r�le important. Il s'agit du omplexe simpliial

abstrait (abstrat simpliial omplex)

16

. On peut le voir omme une abstration de la triangula-

tion de Delaunay.

Dé�nition 2.11 (Complexe simpliial abstrait [25℄) Un omplexe simpliial abstrait ∆ =
(V,∆) est un ensemble de sommets V muni d'une famille ∆ de sous-ensembles �nis non vides

de V , appelés simplexes tels que ∅ 6= σ ⊆ τ ∈ ∆ implique σ ∈ ∆.

La dimension d'un simplexe σ dans ∆, dim∆(σ), est égale à son ardinal −1.

Cette struture est partiulièrement intéressante dans la mesure où un tel omplexe peut

être assoié à toute subdivision �nie sans multi-inidene. Etant donné un omplexe ellulaire

abstrait (E,<, dim) de dimension n, on peut en e�et assoier à E la famille C de tous ses sous-

ensembles de la forme {ci0 , ci1 , · · · , cip}, pour p ∈ {0, · · · , n}, où cij est une ellule de dimension

ij et tel que ci0 < ci1 < · · · < cip . Par onstrution, (E,C) est bien un omplexe simpliial

abstrait.

D'autre part, étant donné un omplexe simpliial abstrait ∆ = (V,∆), la paire (∆,⊆) est

un ordre et le triplet (∆,⊂, dim∆) est un as partiulier de omplexe ellulaire abstrait.

Un omplexe simpliial abstrait régulièrement utilisé est le omplexe de dimension n, noté
∆n

, omposé d'un seul n-simplexe et de toutes ses faes dans toutes les dimensions inférieures

à n.
Les appliations simpliiales [8, 72℄ sont les outils appropriés pour manipuler es omplexes

simpliiaux : e sont des appliations entre les ensembles de sommets de deux omplexes simpli-

iaux telles que tout simplexe du premier omplexe est envoyé sur un simplexe du deuxième. On

parle d'isomorphisme simpliial lorsque l'appliation simpliiale est bijetive. Lorsque les om-

plexes simpliiaux onsidérés ont une dimension �nie n, il a été prouvée qu'ils sont plongeables

dans R
2n+1

[8℄. Et dans e as, une appliation simpliiale entre eux s'étend naturellement en

une appliation ontinue entre leurs plongements

17

[156℄.

Il existe d'autres modèles ellulaires qui proposent des subdivisions partiulières d'un espae

eulidient. L'un d'eux est onstruit sur des ellules qui sont des polyèdres. Un polyèdre est las-

siquement dé�ni omme l'intersetion d'un nombre �ni de demi-espaes (fermés ou ouverts)

18

.

16

La notation employée ii est elle de [90℄

17

L'expression "appliation simpliiale" fait parfois aussi référene à l'appliation ontinue entre les plongements

[156℄

18

Un polyèdre est néessairement onvexe
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Lorsque ette intersetion est bornée, on parle de polytope ou de domaine polyédrique onvexe [8℄

(Fig. 2.45). Les omplexes polyédriques sont alors dé�nis omme des omplexes ellulaires abs-

traits partiuliers dont haque ellule est un polyèdre. Il existe néanmoins plusieurs dé�nitions

de omplexe polyédrique. La plus générale [36℄ ne garantit pas qu'un tel omplexe est plongeable

dans un espae eulidien. Cependant, lorsqu'on parle de omplexe polyédrique dans le domaine

de l'imagerie numérique, on entend habituellement une dé�nition plus restritive :

Fig. 2.45 � Exemple d'un polyèdre non borné (à gauhe) et d'un polytope (à droite)

Dé�nition 2.12 (omplexe polyédrique) Un omplexe polyédrique est une famille Π de po-

lytopes de R
n
telle que toute fae d'un polytope de Π appartient aussi à Π19

et que l'intersetion

de deux polytopes est soit vide, soit une fae de haun d'eux.

Un tel omplexe polyédrique est de dimension au plus n, et plongeable dans R
n
. Le omplexe

ubique

20

que nous avons évoqué préédemment est partiulièrement utilisé en imagerie.Un autre

as partiulier de omplexe polyédrique est le omplexe simpliial non restreint de R
n
(appelé

triangulation par Alexandrov [8℄) où les ellules sont tout simplement des simplexes de R
n
.

Un simplexe de dimension k dans R
n
est dé�ni omme l'enveloppe onvexe de k + 1 points de

R
n
linéairement indépendants. Un tel omplexe simpliial est un as partiulier d'un omplexe

simpliial abstrait. En e�et, e dernier n'est pas forément plongeable dans un espae eulidien

de même dimension. Il a ependant été prouvé qu'un omplexe simpliial abstrait de dimension

n était toujours plongeable dans un espae eulidien de dimension 2n+1. On appelle réalisation

géométrique d'un omplexe simpliial abstrait, un omplexe simpliial d'un espae eulidien qui

lui est simpliialement isomorphe.

Subdivisions ave multi-inidene

Il existe plusieurs modèles assez génériques permettant de représenter une subdivision ave

multi-inidene. Nous présentons brièvement deux approhes. Le omplexe ellulaire (ou ell om-

plex) et son dérivé le a-omplexe ont été formalisés par Alexandrov [8℄. Ces deux modèles n'ont

pas été expliitement utilisés dans le adre de l'image mais ils onstituent des généralisations

naturelles des omplexes ellulaires abstraits lorsque l'on souhaite représenter une subdivision

ontenant de la multi-inidene. L'ensemble simpliial a, quant à lui, été dérit par May [151℄

et a été généralisé par la notion d'ensemble simploïdal utilisé entre autres par Fuhs [76℄. Auun

modèle n'a, a priori, été dé�ni qui permette d'englober à lui seul es deux types de strutures.

19

Un omplexe véri�ant ette propriété est parfois dit non restreint [8℄

20

L'adjetif "ubique" ne se limite pas ii à des objets 3D mais à des objets dont les ellules sont des n-ubes,

pour un n quelonque
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Les di�érenes prinipales se situent tout d'abord au niveau des ellules. Auune ontrainte n'est

imposée sur la nature de es dernières dans la dé�nition de omplexe ellulaire tandis qu'elles

véri�ent ertaines propriétés dans les ensembles simpliiaux ou simploïdaux. Les inidenes ne

sont pas non plus représentées de la même manière et les ensembles simpliiaux prourent en

outre une notion de dégénéresene. En�n, il a été prouvé que tout ensemble simpliial possédait

une réalisation géométrique sous la forme d'un CW -omplexe [151℄ (f dé�nition 2.17 page 76),

tandis que rien ne garantit qu'un omplexe ellulaire ait une réalisation géométrique.

Nous ommençons par dé�nir la notion de omplexe ellulaire d'Alexandrov.

Dé�nition 2.13 (Complexe ellulaire d'Alexandrov [8℄) Soit R un ensemble d'éléments

appelés ellules. On dit que R est un omplexe ellulaire d'Alexandrov s'il satisfait aux onditions

suivantes :

i). A toute ellule est assoié un entier positif ou nul appelé dimension de la ellule,

ii). A toute ellule de dimension r (r-ellule) tr est assoiée une unique r-ellule, −tr ∈ R
telle que

−(−tr) = tr

les ellules tr et −tr sont dites opposées,
iii). A toute paire de ellules onstituée dans l'ordre d'une r-ellule et d'une (r − 1)-ellule est

assoié un entier noté (tr : tr−1) appelé le nombre d'inidene des ellules tr et tr−1
,

iv). Pour toute r-ellule tr, l'ensemble des tr−1
telles que (tr : tr−1) 6= 0 est �ni,

v). Les nombres d'inidene satisfont la ondition suivante :

(−tr : tr−1) = (tr : −tr−1) = −(tr : tr−1)

L'ensemble (t2, t1, t0,−t2,−t1,−t0) tel que t2, t1 et t0 aient respetivement les

dimensions 2, 1 et 0, et muni des relations d'inidene : (t2 : t1) = 1 et (t1 : t0) = 1
est un omplexe ellulaire.

L'ensemble de ellules orientées (F, a, v,−F,−a,−v) tel que ±F ,±a, ±v aient

respetivement les dimensions 2, 1 et 0 et muni des relations d'inidenes (F :
a) = 2 et (a : v) = 0 est omplexe ellulaire.

La déomposition du tore représentée �gure 2.46 est, elle-aussi, un omplexe el-

lulaire. Les relations d'inidenes induites sont (a1 : v1) = 1, (a1 : v2) = −1,
(F1 : a2) = (F1 : a3) = −1, (F1 : a5) = (F1 : a7) = 1. . . Les autres inidenes se

dé�nissent de manière similaire.

Cette dé�nition se présente omme une extension de la notion de omplexe ellulaire abstrait

aux subdivisions possédant potentiellement de la multi-inidene, si e n'est qu'elle impose (iv)
que la subdivision soit loalement �nie. La relation binaire d'inidene est remplaée par un

nombre qui permet d'exprimer les éventuelles multi-inidenes.

Les subdivisions ellulaires utilisées sont en réalité dérivées d'une sous-lasse de omplexes

ellulaires d'Alexandrov, appelés a-omplexes [8℄. Nous verrons par la suite que les propriétés

additionnelles qui aratérisent les a-omplexes sont néessaires et su�santes pour pouvoir y

onstruire une théorie de l'homologie.
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Fig. 2.46 � Exemple d'un omplexe ellulaire représentant un tore

Dé�nition 2.14 (a-omplexe [8℄) Un a-omplexe est un omplexe ellulaire d'Alexandrov R
satisfaisant la proposition suivante. Quelles que soient tr et tr−2

deux ellules quelonques de

dimension respetivement r et r − 2, alors :

∑

tr−1

i ∈R

(tr : tr−1
i )(tr−1

i : tr−2) = 0

Le premier exemple de omplexe ellulaire préédemment donné n'est pas un a-
omplexe : la somme est égale à 1 et non à 0. Les deux autres exemples de om-

plexes ellulaires sont, quant à eux, des a-omplexes.

L' ensemble simpliial [151℄, appelé aussi omplexe semi-simpliial [55℄ est un modèle prisé

notamment en modélisation (Fig. 2.48). Dans sa version la plus générale, il permet de représenter

de possibles dégénéresenes (Fig. 2.47).

Dé�nition 2.15 (Ensemble simpliial [151℄) Un ensemble simpliial S onsiste en une suite

d'ensemble disjoints K = {Kn, n ≥ 0} et une olletion d'appliations pour haque dimension

n : di : Kn −→ Kn−1, et si : Kn −→ Kn+1, 0 ≤ i ≤ n qui satisfont les égalités suivantes :

i). didj = dj−1di pour i < j

ii). sisj = sj+1si pour i ≤ j
iii). disj = sj−1di pour i < j

iv). djsj = dj+1sj = identity

v). disj = sjdi−1 pour i > j + 1

Les éléments de Kn sont appelés n-simplexes. di et si sont respetivement appelés opérateur

de fae et opérateur de dégénéresene

L'opérateur de dégénéresene autorise la ontration d'une ellule sur une ellule de dimen-

sion juste inférieure (Fig. 2.47). Il est représenté par une appliation qui à une ellule assoie la

ellule de dimension juste supérieure qui s'est éventuellement ontratée sur elle.

En modélisation, les modèles onsidérés se fondent généralement sur un ensemble semi-

simpliial qui est un ensemble simpliial sur lesquel n'est dé�ni auun opérateur de dégénéres-

ene (Fig. 2.49). Autrement dit, leur dé�nition se résume à :
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Fig. 2.47 � Exemple d'une dégénéresene

d1

d0

s0

(a) Ensemble sim-

pliial dont la réali-

sation géométrique

est un point

s0

s0

d0

d1

(b) Ensemble simpliial

dont la réalisation géo-

métrique est une arête

Fig. 2.48 � Exemples d'ensembles simpliiaux
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Fig. 2.49 � Exemples d'ensembles semi-simpliiaux

Dé�nition 2.16 (Ensemble semi-simpliial [154℄) Un ensemble semi-simpliial S onsiste

en une suite d'ensemble disjoints K = {Kn, n ≥ 0} et une olletion d'appliations pour haque

dimension n : di : Kn −→ Kn−1, qui satisfont l'égalité suivante :

didj = dj−1di pour i < j

Par abus de langage, on appelle parfois de tels ensembles des ensembles simpliiaux. On les

trouve aussi sous le nom de ∆-ensembles [154℄. Ils sont en quelque sorte le pendant des omplexes

simpliiaux abstraits pour les subdivisions ave multi-inidene.

Il existe plusieurs modèles intéressants dérivés des ensembles semi-simpliiaux. L'un d'eux

a été utilisé dans [132℄ sous le nom d'ensemble simpliial non dégénéré. Ce nom peut prêter

à onfusion ar il ne désigne pas, omme on pourrait le roire, un ensemble simpliial sans

opérateurs de dégénéresene ou ensemble semi-simpliial. Il aratérise, en réalité, les ensembles

semi-simpliiaux tels que le bord de tout i-simplexe ontienne exatement (i+1) 0-simplexes

distints. Par la suite, nous les appellerons ensembles semi-simpliiaux non dégénérés. Un autre

modèle dérivé dont nous aurons besoin ultérieurement est l'ensemble semi-simpliial numéroté

de dimension n (Fig. 2.50). Il s'agit d'un ensemble semi-simpliial non dégénéré de dimension

n muni d'une appliation supplémentaire, notée ν, qui assoie à haque sommet un entier entre

0 et n. L'appliation ν est telle que les i + 1 sommets de tout i-simplexe possédant une étoile

ombinatoire vide, sont numérotés entre 0 et i. Un ensemble semi-simpliial non dégénéré peut

ne pas être numérotable. Cependant e modèle n'est théoriquement pas trop restritif ar un tel

ensemble peut toujours être obtenu à partir de tout ensemble semi-simpliial non dégénéré par

subdivision baryentrique [132℄.

Plusieurs variations des ensembles (semi-)simpliaux ont été proposées qui permettent de

travailler ave des ellules autres que des simplexes. Un de es modèles utilise des ellules "u-

biques", on parle alors d'ensemble ubique [76℄. Les ensembles simploïdaux [76℄, quant à eux,

sont une généralisation des ensembles (semi-)simpliiaux et des ensembles ubiques puisque les

ellules qu'ils manipulent sont des simploïdes 'est à dire des ellules dé�nies omme produits de

simplexes (Fig. 2.51). La dé�nition des opérateurs de fae, bien que réalisée dans le même esprit

que elle des opérateurs des ensembles (semi-)simpliiaux, est alors plus ompliquée à mettre en

÷uvre (double indiçage). Et les ensembles simploïdaux ne sont a priori pas munis d'opérateurs
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Fig. 2.50 � Exemple d'un ensemble semi-simpliial numéroté

de dégénéresene.

(a) Ensemble simploïdal

e10

e20

e10 e11

e10

e11
e10

e10

e11e10

e11

e11 e11 e11

e10

e11 e10

e11

e12 e10

e21

(b) Ensemble simploïdal muni des re-

lations d'inidene

Fig. 2.51 � Exemple d'un ensemble simploïdal sans et ave ses relations d'inidene

En�n, ertains modèles rajoutent des ontraintes topologiques sur les ellules. Le modèle le

plus onnu est le CW -omplexe

21

introduit par Whitehead (Fig. 2.52). Il peut être vu omme

une généralisation des omplexes simpliiaux guidée par la théorie de l'homotopie [194℄. Une

ellule d'un CW -omplexe est, en e�et, homéomorphe à une ellule d'un omplexe simpliial.

Un CW -omplexe est un espae X qui peut être onstruit de manière hiérarhique à partir

d'une olletion de points X0
et de disques de diverses dimensions supérieures ou égales à 1.

Des disques de dimension 1 sont d'abord attahés selon leurs bords aux éléments de X0
. Cet

ensemble de disques attahés à X0
est noté X1

. La onstrution de l'espae se poursuit pas à

pas de la même manière, en inrémentant la dimension à haque pas, autrement dit en attahant

à haque étape un ensemble de disques de dimension k selon leur bord aux objets de Xk−1
. La

formalisation de ette notion se trouve entre autres dans [151℄

Dé�nition 2.17 (CW -omplexe) Une déomposition ellulaire X, parfois aussi appelée om-

plexe ellulaire

22

, est un espae de Hausdor� orrespondant à l'union de ellules ouvertes dis-

jointes telle que pour toute ellule em, il existe une appliation ontinue f de la boule fermée D
m

dans la l�ture de em, dénotée par ēm, véri�ant :

i). f|Dm−Sm−1 est un homéomorphisme de D
m − S

m−1
sur em.

21CW signi�e losure-�nite weak topology

22

Il ne s'agit pas des omplexes ellulaires dé�nis par Alexandrov [8℄
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ii). f(Sm−1) est ontenu dans l'ensemble des ellules de dimensions inférieures à m

Un sous-omplexe Y de X est une union de ellules de X telle que si en ⊂ Y alors ēn ⊆ Y
Un CW -omplexe X est une déomposition ellulaire telle que :

i). la l�ture de toute ellule est ontenue dans un sous-omplexe �ni (losure-�nite)

ii). un sous-ensemble de X est fermé si son intersetion ave la l�ture de toute ellule est

fermée (weak topology)

A
B

a

b

Fig. 2.52 � Exemple d'un CW -omplexe possédant deux 0-ellules a et b, deux 1-ellules A et

B et une 2-ellule : la 2-sphère

Ces omplexes et les ensembles simpliiaux dont ils sont une réalisation géométrique ont

notamment été utilisés par Desbarats et Gueorguieva pour de la modélisation d'objets solides

et pour la reonstrution de frontières d'objets disrets [55℄.

S'agissant des omplexes, on trouve parfois l'expression omplexe régulier. Cependant, ette

expression est trompeuse ar elle ne désigne pas toujours le même type de omplexe. Dans [52℄,

elle est synonyme de omplexe pur tandis que dans [69℄, elle désigne un omplexe fortement

onnexe. En�n elle représente un as partiulier de CW -omplexe dans [25℄.

Un autre modèle ontraignant aussi la topologie des ellules a été introduit par Kovalevsky

[118, 119, 173℄ : il s'agit du omplexe de blos (Fig. 2.53). Un tel omplexe est onstruit à

partir d'un omplexe ellulaire abstrait en regroupant ses ellules en �blos de ellules�, haun

topologiquement équivalent à une boule ouverte.

Dé�nition 2.18 (Complexe de blos) Soit M une subdivision d'un omplexe ellulaire abs-

trait A en sous-ensembles Ski telle que les S0
i soient des 0-ellules de A et les Ski , k > 0, soient

haun homéomorphes à une boule ouverte de dimension k. Soient BR la relation binaire de

fae et Dim la fontion dimension induites sur M par A. Le triplet B(A) = (M,BR,Dim) est

appelé omplexe de blos de A et les sous-ensembles Ski sont nommés blos k-dimensionnels ou

k-blos.

Lorsque la fusion de ellules est opérée sur un omplexe ellulaire abstrait, il peut apparaître

de la multi-inidene. Cette information ne peut pas être mémorisée par la struture de omplexe

de blos telle quelle. Pour ne pas la perdre, Kovalevsky propose d'assoier à un tel omplexe

de blos une struture d'inidene [121℄. Préalulée avant la fusion des ellules, elle ontient

d'abord les relations d'inidene entre ellules puis est mis à jour lors de la réation des blos.

Elle permet alors de stoker les éventuelles multi-inidenes. Un modèle dérivé du omplexe de

blos est le omplexe de blos propre (proper blok omplex) dont le bord de haque k-ellule est
homéomorphe à la sphère S

k−1
(Fig. 2.54).

La manipulation des omplexes de blos est réalisée en 2D et 3D par des listes de ellules

adaptées [118, 121℄.
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Fig. 2.53 � Complexe de blos omposé de trois 0-ellules, six 1-ellules, et trois 2-ellules

Fig. 2.54 � Complexe de blos propre représentant la surfae d'un tore

2.6.3 Connexité

Comme indiqué dans l'annexe C page 229, on peut onstruire sur toute struture ellulaire

une topologie et ainsi une notion de onnexité. Cette onnexité oïnide ave la onnexité par

hemins naturellement dé�nie sur es strutures.

Lorsqu'on utilise une struture ellulaire pour représenter une image, on assoie les spels

de l'image à l'ensemble des éléments "maximaux" et seule la onnexité de es éléments nous

intéresse. La onnexité dé�nie lassiquement sur les objets ellulaires onstitue une sorte de

onnexité maximale entre spels. Mais ertaines appliations, plus partiulièrement réalisée au

niveau pixel, (omme dans le as de Z
2
) peuvent néessiter l'emploi de di�érentes notions de

onnexité. La présene d'éléments intermédiaires de di�érentes natures peut permettre de a-

ratériser plusieurs notions d'adjaene.

Pour dé�nir de telles onnexités, les deux approhes lassiques onsistent soit à rajouter une

information sur le omplexe qui permet de séletionner les ellules de dimensions inférieures

utilisées pour réaliser les onnexions, soit à trouver un proéder pour extraire diretement les

omposantes onnexes désirées. Les seules onnexités ainsi dé�nies sont elles déjà évoquées dans

le adre des strutures ellulaires assoiées à Z
n
.
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2.6.4 Surfaes et bords d'objets

Il existe une très grande variété de modèles ellulaires dédiés à la représentation de surfaes.

Leur but est de dé�nir des objets qui véri�ent la propriété de Jordan lorsque la surfae repré-

sentée est fermée. Les espaes disrétisés via une approhe ellulaire ressemblent plus à l'espae

ontinu initial que les espaes obtenus via une approhe graphe. L'idée première repose sur l'es-

poir de pouvoir dé�nir sur es espaes ellulaires un analogue "ellulaire" ou "ombinatoire" de

la notion de variété topologique. Cette approhe onsiste à manipuler des objets qui ressemblent

à des variétés. En pratique, on s'intéresse plus prosaïquement à une lasse d'objets plus large sur

lesquels on autorise des dissemblanes loales ave un espae eulidien, notamment des singula-

rités, tant que la propiété de séparation de Jordan-Brouwer reste véri�ée. Nous ne présentons ii

que des modèles de surfae assez généraux, 'est à dire utilisables en n'importe quelle dimension.

D'autres modèles existent qui représentent des surfaes de dimensions 2 et 3. On trouvera une

omparaison de ertains de es modèles dans [131℄, d'autres sont aussi dérits dans [55℄.

La plupart des strutures utilisées pour dérire des surfaes se fondent de près ou de loin sur

des déompositions simpliiales, même si e n'est pas toujours évident à première vue (modèles

à base de artes ombinatoires, de ell-tuples).

Les reherhes pour dé�nir des surfaes vont prinipalement dans deux sens : mettre en

évidene des sous-familles de variétés entièrement aratérisables de manière ombinatoire, ou

dé�nir des lasses d'objets ellulaires véri�ant la propriété de Jordan-Brouwer.

En e qui onerne la représentation ombinatoire des variétés topologiques, on se heurte dès

la dimension 4 à un problème. En e�et, à partir de ette dimension, il existe des variétés topo-

logiques non triangulables

23

. On doit don abandonner l'idée de représenter toutes les variétés

de manière ombinatoire.

Théorème 2.19 (Représentation ombinatoire des variétés topologiques) Il existe des

variétés topologiques de dimension supérieure ou égale à 4 non représentables de manière om-

binatoire

Néanmoins, des modèles ombinatoires ont été développés pour représenter des sous-lasses

de variétés

24

. Ils se fondent sur des notions de topologie linéaire par moreaux. Ainsi ont été

dé�nies les PL-variétés (f Déf. C.8 page 234), puis les variétés ombinatoires (Déf. C.9 page 235)

qui sont simplement d'une abstration des PL-variétés. De manière similaire, on peut dé�nir

des variétés polyédriques (polyhedral manifolds). Les PL-variétés, les variétés ombinatoires et

les variétés polyédriques sont par défaut fermées 'est à dire sans bords. Mais des dé�nitions de

variétés ouvertes peuvent être aisément déduites.

Cependant, l'ensemble de es notions ne sont pas failement exploitables ar elles ne donnent

auun moyen onret pour onstruire ou reonnaître de telles variétés.

Une autre lasse de variétés a été proposée pour pallier e problème. Il s'agit des variétés

stellaires [129℄. Ces variétés sont homéomorphes aux PL-variétés en dimension inférieure ou

égale à 3. Autrement dit, elles sont aussi homéomorphes aux variétés topologiques en dimension

inférieure ou égale à 3. Elles sont dé�nies à l'aide de boules stellaires et de sphères stellaires. Dans
les dé�nitions de es objets stellaires, les homéomorphismes linéaires par moreaux utilisés pour

aratériser les PL-boules et les PL-sphères sont remplaés par des opérations stellaires. Celles-

i sont des opérations loales failes à mettre en ÷uvre sur les omplexes simpliiaux. Elles sont

prinipalement de deux types : les subdivisions stellaires (en anglais stellar subdivisions) et les

23

Un exemple d'une 4-variété non triangulable se trouve par exemple dans [51℄

24

Les dé�nitions de es sous-lasses de variétés se trouvent en annexe C page 234
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soudures stellaires (en anglais stellar welds) (Fig. 2.55(a) et 2.55(b) ). On parle de mouvement

bistellaire (en anglais bistellar move) lorsqu'on a une omposition d'une subdivision et d'une

soudure stellaires [187℄ (Fig. 2.55()). En dimensions 2 et 3 de telles opérations sont parfois

utilisées pour simpli�er des surfaes triangulées ar elles ne hangent pas leur topologie [50℄.

Dé�nition 2.20 (Variété stellaire) Deux omplexe simpliiaux sont des équivalents stellaires,

s'ils peuvent être obtenus l'un de l'autre par un ensemble �ni d'opérations stellaires.

Une n-boule stellaire est un omplexe simpliial Bn
qui est un équivalent stellaire de ∆n

.

Une n-sphère stellaire est un omplexe simpliial Sn qui est un équivalent stellaire du bord de

∆n+1
.

Une variété stellaire est un omplexe simpliial M tel que pour tout sommet v de M , le lien

de v dans M soit une (n− 1)-boule stellaire ou une (n− 1)-sphère stellaire.

(a) subdivision et soudure stellaire

d'une fae

(b) subdivision et soudure stellaire d'une

arête

() exemple de mouvement bistellaire

Fig. 2.55 � Opérations stellaires

Cependant, omme dit préédemment, on peut s'intéresser à une lasse plus large d'objets.

Les pseudo-variétés [8℄ (Fig. 2.56) et ertaines sous-lasses qui en dérivent véri�ent une propriété

de Jordan-Brouwer et sont ainsi souvent utilisées pour dé�nir des surfaes. Les modèles dérits

i-dessous permettent de représenter aussi bien des subdivisions de surfaes, que des subdivisions

d'un espae eulidien (qui sont des as partiuliers de pseudo-variétés).

Dé�nition 2.21 (pseudo-variété) Un omplexe simpliial fortement onnexe de dimension n,
Kn

, est une pseudo-variété si tout (n−1)-simplexe de Kn
est fae d'exatement deux n-simplexes

de Kn
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Fig. 2.56 � Exemple d'une pseudo-variété

Plus généralement, on dit qu'un espae est une pseudo-variété s'il admet une triangulation

qui possède les propriétés des pseudo-variétés préédemment dé�nies.

Une struture utilisée en modélisation se fonde sur un dérivé d'une pseudo-variété appelé

quasi-variété ellulaire. Une quasi-variété ellulaire se dé�nit omme une pseudo-variété dont la

triangulation est une quasi-variété simpliiale [132℄ (Fig. 2.57).

Dé�nition 2.22 (quasi-variété simpliiale) Une quasi-variété simpliiale de dimension n
est un ensemble semi-simpliial numéroté qui peut se onstruire en :

� réant un ensemble semi-simpliial numéroté de dimension n vide,

� ajoutant des n-simplexes fermés,

� identi�ant des (n−1)-simplexes fermés de sorte qu'au plus deux n-simplexes appartiennent

à l'étoile de haque (n− 1)-simplexe.

1

0

0

1

1

2

1

0

2

1

0

1

0

Fig. 2.57 � Exemple d'une quasi-variété simpliiale ave bord

De ette dé�nition onstrutive des quasi-variétés simpliiales déoule une dé�nition onstru-

tive des quasi-variétés ellulaires [132℄ bien utile pour la modélisation d'objets. Ces quasi-variétés

permettent de représenter des surfaes fermées ou non, orientables ou non. D'autre part, es

objets peuvent être représentés à l'aide d'un modèle ombinatoire, les artes généralisées ou

n-G-artes, qui ont l'avantage à la fois de s'exprimer plus simplement et de pouvoir être mu-

nis assez aisément d'opérations de onstrution et de déformation. Ce modèle a été introduit

par Lienhardt [130℄ qui a aussi prouvé son équivalene ave les quasi-variétés ellulaires [132℄.
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Ces artes onstituent une extension des artes ombinatoires assoiées aux artes planaires,

préédemment évoquées.

Dé�nition 2.23 (n-G-arte) Une n-G-arte pour n ≥ 0 est un (n+2)-uplet G = (D,α0, · · · , αn)
tel que :

� D est un ensemble �ni de brins,

� les αi, i ∈ {0, · · · , n} sont des permutations sur D telles que :

� ∀i ∈ {0, · · · , n}, αi est une involution

25

Si D est l'ensemble vide, αi n'est pas dé�ni.
� ∀i, j tels que 0 ≤ i < i+ 2 ≤ j ≤ n, αiαj est une involution

Une (−1)-G-arte est dé�nie par G = (D), où D est un ensemble �ni de brins.

Les n-G-artes peuvent représenter des quasi-variétés ellulaires, ave ou sans bord, orien-

tables ou pas.

La 2-G-arte de la �gure 2.58(a) représente une quasi-variété ave bord (Fig. 2.57)

et est omposée de 14 brins (numérotés de 1 à 14) et les involutions α0, α1 et α2

sont dé�nies par :

α0 = {(1 2) (3 4) (5 6) (7 8) (9 10) (11 12) (13 14) },
α1 = {(1 8) (2 3) (4 5) (6 7) (9 14) (10 11) (12 13)},
α2 = {(3 9) (4 10) }

La 2-G-arte de la �gure 2.58(b) représente une quasi-variété sans bord et est

omposée de 24 brins (numérotés de 1 à 24) et les involutions α0, α1 et α2 sont

dé�nies par :

α0 = {(1 2) (3 4) (5 6) (7 8) (9 10) (11 12)

(13 14) (15 16) (17 18) (19 20) (21 22) (23 24)},
α1 = {(1 8) (2 3) (4 5) (6 7) (9 14) (10 11)

(12 13) (15 24) (16 17) (18 19) (20 21) (22 23)},
α2 = {(1 15) (2 16) (3 9) (4 10) (5 21) (6 22)

(7 23) (8 24) (11 20) (12 19) (13 18) (14 17)}

Construit à partir de e modèle, il en existe un autre dont les ellules sont des quasi-variétés

ellulaires, il s'agit des haînes de artes [69℄.

Un autre modèle de arte un peu plus spéialisé, les n-artes sont quant à elles dédiées à

la représentation de quasi-variétés ellulaires sans bords orientables [131, 132℄. La dé�nition des

n-artes [130℄ est très prohe de elle des n-G-artes. Mais elle ne néessite que n permutations

dont seulement n− 1 sont des involutions.

Dé�nition 2.24 (n-arte) Soit n ≥ 0. Une n-arte est un (n+ 1)-uplet : C = (D,β1, · · · , βn)
tel que :

25

Une permutation π de domaine l'ensemble D est une involution si π ◦ π = identity of D
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(b) 2-G-arte assoiée à une quasi-

variété ellulaire sans bord

Fig. 2.58 � Exemples de 2-G-artes

i). D est un ensemble �ni de brins,

ii). β1 est une permutation sur D,

iii). ∀i ∈ {2, · · · , n}, βi est une involution sur D,

iv). ∀i, j tels que 1 ≤ i < i+ 2 ≤ n, βiβj est une involution.

En�n, un modèle plus général, les n-hyperartes ou n-h-artes a été introduit par Dufourd

[61℄. Il s'agit d'une extension des hyperartes présentées par Cori [43℄. Elle généralise les modèles

de artes préédemment dérits puisque les n+1 permutations qui la dé�nissent n'ont pas besoin
d'être des involutions. Ces modèles à base de artes ombinatoires ont la faulté de pouvoir

intégrer des informations de multi-inidene. Notons que la notion de arte ombinatoire a

d'abord été introduite en mathématiques a�n de dérire des subdivisions de surfaes polyédriques

[68, 78, 189℄.

Brisson s'est, quant à lui, intéressé aux n-variétés subdivisées [33℄. Il s'agit tout simplement

de l'ensemble des CW -omplexes dont l'espae sous-jaent est une n-variété fermée. Un tel objet

est noté (M,C) oùM est une n-variété est où C onstitue l'ensemble des ellules de la subdvision

assoiée. Il a été montré toujours par Brisson [33℄ que C est aratérisé par la propriété suivante,

dite propriété de swith (Fig. 2.59): étant données deux ellules c et c′ telles que c soit une fae de
c′ et que sa dimension dim(c) soit inférieure de deux unités à dim(c′) alors il existe exatement

deux ellules de dimension dim(c) + 1 entre c et c′. De tels objets sont alors manipulés par

l'intermédiaire d'une struture de données ompate qui permet de représenter la topologie des

n-variétés subdivisées. Ce modèle s'appelle struture ell-tuple (en anglais ell-tuple struture). Il

se fonde sur l'utilisation de ell-tuples auxquels sont adjoints (n+1) opérateurs, switchk, pour k
ompris entre 0 et n, qui traduisent la propriété aratéristique de es objets. Nous reviendrons

plus en détail sur la dé�nition de es opérateurs dans les hapitres suivants.

Dé�nition 2.25 (Struture ell-tuple) Etant donnée un n-variété subdivisée, (M,C), tout
(n + 1)-uplet (c0β0

, · · · , cnβn
) de ellules de C tel que c0β0

≺ · · · ≺ cnβn
est appelé ell-tuple. L'en-

semble des ell-tuples assoiés à (M,C) est noté T(M,C).

La struture ell-tuple T(M,C) est la paire (T(M,C), {switchk}0≤k≤n).
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(b) Objet ne véri�ant pas la propriété de

swith. En identi�ant les 3 arêtes du tri-

angle, il ne reste plus qu'une ellule entre

le sommet x et la 2-ellule A

Fig. 2.59 � Illustration de la propriété de swith

Nous �nissons e tour d'horizon des représentations de subdivisions ellulaires de surfaes,

en mentionnant les n-surfaes dé�nies sur les ordres [21℄. Il s'agit d'une sous-lasse des ordres

dé�nie réursivement de sorte que le "voisinage" de tout élément d'une n-surfae soit une (n−1)-
surfae. Nous reviendrons sur e modèle dans le hapitre 3 (Déf. 3.9 page 95) et aratériserons

le type de surfaes qu'il permet de représenter (hap. 3 et 4).

2.6.5 Invariants topologiques

Les strutures ellulaires sont a priori plut�t bien appropriées à la dé�nition d'un grand

nombre d'invariants topologiques, puisqu'elles possèdent une struture ombinatoire ompatible

ave la dé�nition de la plupart d'entre eux. Ce n'est don pas l'existene de es invariants qui

pose problème mais plut�t l'obtention, sur haque modèle, d'une dé�nition e�ae et adaptée

aux appliations d'imagerie numérique. Nous présentons ii les travaux e�etués dans e sens.

Tous les modèles que nous avons évoqués ont été munis d'une aratéristique d'Euler qui est

un invariant simple à aluler sur toute déomposition ellulaire.

En outre, la topologie induite sur des subdivisions ellulaires permet aussi de dé�nir la

notion de fontion ontinue (f Th. C.5 page 232). Cette dé�nition peut s'étendre et il est

alors tout à fait possible de onstruire des "homotopies disrètes" de fontions [13, 14, 15, 18℄,

autrement dit des déformations ontinues entre fontions. La dé�nition d'homotopie de fontions

permet en autres à Bertrand [18℄ d'adapter sur les ordres les notions de rétrate, rétrate par

déformation et espae ontratile. Il est ensuite possible d'y dé�nir di�érentes notions de point

simple, fondées sur l'observation du type d'homotopie de son voisinage. Ces dé�nitions présentent

l'avantage de ne pas dépendre de la nature de l'espae sous-jaent, puisque l'ordre est le niveau

d'abstration le plus élevé des représentations ellulaires sans multi-inidene. Dominguez et

al. se sont quant à eux servis des dé�nitions d'homotopie de fontions pour onstruire des

homotopies de laets et proposer une dé�nition de groupes d'homotopie disrets [13, 14, 15℄ sur

des omplexes polyédriques. Cependant, nous avons déjà vu que le groupe d'homotopie fournit

une information peu exploitable et leurs travaux ne proposent pas une utilisation e�etive de
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es groupes.

La théorie de l'homologie ommenent à intéresser les ommunautés travaillant dans le adre

de l'imagerie numérique. Cependant, assez peu de travaux ont enore vus le jour dans e do-

maine et les algorithmes développés se sont prinipalement antonnés à des espaes partiuliers

et de petites dimensions (omplexe simpliial ou grille, en 2D ou 3D). Nous expliquerons plus

préisément les tenants et les aboutissants de l'utilisation de l'homologie dans le hapitre 5. En

réalité, la plupart des modèles évoqués i-dessus, sont ompatibles ave une théorie de l'homo-

logie. Quelques pré-requis permettant de onstruire une théorie de l'homologie ont été évoqués

page 219. Ainsi, pour dé�nir un groupe d'homologie sur un espae de dimension n, il faut tout
d'abord pouvoir y onstruire des haînes de dimension k ou k-haînes, pour k allant de 0 à n .

De telles haînes sont naturellement dé�nies sur une subdivision ellulaire omme une somme

algébrique de k-ellules haune aompagnée d'un oe�ient multipliateur appartenant à un

groupe abélien (souvent Z ou Z/pZ) appelé groupe des oe�ients. On peut montrer que et

ensemble de k-haînes onstitue un groupe relativement au groupe des oe�ients. Un ensemble

d'opérateurs bord entre es groupes des haînes se déduit naturellement des relations d'inidene

dé�nissant la subdvision ellulaire. Mais pour onstruire une théorie de l'homologie il est nées-

saire que et ensemble d'opérateurs soit en adéquation ave la propriété suivante : le bord d'un

bord est nul.

On peut prouver que ette assertion est véri�ée pour l'ensemble de a-omplexes [8℄ et des

ensembles semi-simpliiaux [158℄, ainsi que pour les omplexes ubiques non restreints [98℄ et

simpliiaux non restreints [8℄. Les dé�nitions de omplexe ellulaire abstrait et de omplexe

ellulaire d'Alexandrov sont par ontre trop générales pour garantir qu'une théorie de l'homologie

puisse y être onstruite.

2.7 Bilan

Nous avons, dans e premier hapitre, rappelé les notions topologiques potentiellement utiles

en imagerie puis nous avons présenté les prinipales approhes suivies pour représenter l'infor-

mation topologique ontenue dans les images. Notre idée était de omparer les puissanes de

représentation et d'abstration de l'approhe graphe et de l'approhe ellulaire dans le adre

de l'imagerie numérique, et de déterminer les besoins existant en termes d'uni�ation de es

modèles et d'outils topologiques.

On peut tirer plusieurs onlusions de ette étude. Tout d'abord, l'approhe graphe a ertai-

nement été la plus étudiée dans le adre des images onstruites sur la grille. Dans e ontexte,

lorsqu'on souhaite réaliser des manipulations au niveau pixel et qu'on se limite a de petites

dimensions, elle propose des solutions souvent e�aes, ar loales et dédiées. Mais ses atouts

onstituent aussi son prinipal handiap. En e�et, son e�aité est très intimement liée à la stru-

ture même de Z
n
, notamment sa régularité, et aux analogues ontinus qui lui sont lassiquement

assoiés. Par exemple, le hoix d'une paire d'adjaenes dans un tel espae induit impliitement

une interprétation géométrique. Aussi, toutes les notions topologiques dé�nies devront-elles être

entièrement repensées si l'on hange d'espae disret sous-jaent. En outre, la plupart des a-

ratéristiques topologiques proposées dépendent de paires d'adjaenes partiulières, et ne sont

valables que sur Z
2
, Z

3
, parfois Z

4
. Etendre es notions en dimensions supérieures ne peut être

réalisé de manière automatique, et demande systématiquement une étude dédiée, fontion de

la dimension et des notions d'adjaenes hoisies. Et il su�t de regarder le pouvoir de repré-

sentation des espaes disrrets de Herman pour omprendre qu'on ne peut pas espérer obtenir

des outils génériques via une telle approhe. Ce type de struture doit don être utilisé ave
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parimonie sur des espaes disrets bien partiuliers.

Les strutures ellulaires ont, quant à elles, un oût mémoire plus élevé que les strutures de

graphes. En e�et, elles sont équivalentes à un sur-éhantillonnage de l'image et outre les spels

de l'image, elles stokent tout un ensemble d'éléments intermédiaires. En ontrepartie, elles per-

mettent de mémoriser une information plus préise sur la nature des liaisons entre spels. Il s'agit

alors de déterminer pour quels types d'appliations et d'images, le oût supplémentaire oa-

sionné par l'utilisation d'un modèle ellulaire est rentabilisé. Ajouter une information ellulaire

sur Z
2
n'est ertainement pas judiieux, lorsqu'on s'intéresse à des manipulations au niveau

pixel. Par ontre, dès que l'on souhaite travailler ave le résultat d'une segmentation, l'approhe

graphe s'avère insu�sante puisqu'elle est inapable de représenter des adjaenes multiples. Au

niveau génériité, les modèles ellulaires sont bien plus performants que les strutures de graphe.

Mais, ils ne parviennent toutefois pas à fournir un adre uni�é de manipulation d'images. En

e�et, omme nous l'avons vu, il existe de nombreux modèles ellulaires assez génériques mais

très di�érents en terme de dé�nition struturelle et d'outils topologiques assoiés. Certains mo-

dèles spéi�ques ont déjà été reliés à des modèles plus généraux. Un omplexe polyédrique est

naturellement un as partiulier de omplexe ellulaire abstrait, les artes ombinatoires dis-

rètes onstituent un sous-ensemble des artes généralisées. . . Cependant, on est enore loin de

disposer d'un adre uni�é et parmi les strutures les plus génériques, il manque enore des ponts.

Autrement dit, il n'est pas toujours évident de déterminer si deux strutures peuvent dérire

exatement les mêmes objets, si l'une aratérise une lasse d'objet plus restreinte que l'autre,

si les deux lasses d'objets représentés sont disjointes ou au ontraire ont une intersetion non

vide. Ainsi, des outils topologiques développés sur un de es modèles ne seront pas aisément

transférables sur un autre. Une des ontributions de ette thèse (Chap. 4) onsiste à mettre en

évidene des liens entre ertains de es modèles (omplexes, ordres et artes généralisées).

On peut aussi noter que la plupart des invariants topologiques e�etivement assoiés aux

omplexes ellulaires utilisés en imagerie l'ont été le plus souvent dans le adre des omplexes

ubiques et parfois polyédriques. Peu de notions de onnexité ont été proposées dans e adre

et elles qui ont été dé�nies sont dédiées à des omplexes partiuliers. Ce manque provient

ertainement du fait que es modèles sont plus utilisés pour représenter une image au niveau

région qu'au niveau pixel et la dé�nition de diverses onnexités est surtout utile au niveau pixel.

La omparaison que nous avons e�etuée entre les ordres et les omplexes nous a permis de

mettre en évidene des sous-lasses de es deux modèles dé�nies ombinatoirement, ompatibles

ave des notions de onnexité analogues à elles dé�nies sur les omplexes polyédriques (Chap.

4 setion 4.1). Parmi les autres invariants topologiques, les notions d'homotopie ont notamment

été explorées dans le adre des ordres et ont donné lieu à des notions de points simples. Des

propositions ont aussi été faites pour la dé�nition de groupes d'homotopie mais l'information

ontenue dans de tels groupes n'est a priori pas failement exploitable. L'utilisation des groupes

d'homologie en imagerie onstitue un domaine de reherhe émergent. Ces groupes n'ont jusqu'à

présent été étudiés que sur des espaes de petites dimension mais, théoriquement du moins, il

peuvent être dé�nis sur de nombreuses strutures ellulaires. En outre, la plupart des modèles

ellulaires utilisés pour struturer une image satisfont les pré-requis à la onstrution de tels

groupes. Ces groupes présentent aussi l'avantage d'être omparables, ontrairement aux groupes

d'homotopie. Mais un ertain nombre de questions se posent quant à leur alul e�etif et à leur

pouvoir de disrimination sur des images, d'autant que di�érents types d'informations peuvent

être extraits de es groupes (simple aratérisation ou ensemble de générateurs). Nous revenons

sur es questions dans le hapitre 5 et proposons une méthode de alul de es groupes.
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Tab. 2.7: Tableau réapitulatif des strutures ellulaires utilisées pour réaliser des partitions d'espae.

Struture ellulaire Multi- Cellule Inidene Réalisation Propriété(s)

inidene géométrique de la subdi-

vision

Complexe ellulaire abstrait non quelonque relation binaire de fae non

Ordre non quelonque relation binaire d'ordre non

Graphe d'inidene non quelonque l�ture transitive d'une rela-

tion d'inidene strite

non homogène

Complexe simpliial abstrait non simplexe relation d'inlusion oui homogène

Complexe ellulaire (Alexan-

drov)

oui quelonque nombre d'inidenes non

a-omplexe oui quelonque nombre d'inidenes non

ensemble simpliial oui simplexe appliations oui

ensemble semi-simpliial oui simplexe appliations oui

ensemble simploïdal oui simploïdes appliations oui

omplexe polyédrique non polytopes relation binaire de fae oui

CW -omplexe oui homéomorphe à un

simplexe

l�ture de ellule oui

omplexe de blos non homéomorphe à

une boule ouverte

relation binaire de fae oui

omplexe de blos oui homéomorphe à

une boule ouverte

relation binaire de fae +

struture d'inidene

oui

PL-variété non simplexe relation d'inlusion oui

variété ombinatoire non simplexe / réali-

sable en PL-boule

relation d'inlusion oui

pseudo-variété non simplexe relation d'inlusion oui fortement

onnexe

quasi-variété simpliiale oui simplexe appliations oui pseudo-

variété

n-G-arte oui impliite impliite oui pseudo-

variété
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Tab. 2.7: Tableau réapitulatif des strutures ellulaires utilisées pour réaliser des partitions d'espae.

n-arte oui impliite impliite oui pseudo-

variété

ell-tuple / n-variété subdi-

visée

non homéomorphe à un

simplexe

relation de fae oui pseudo-

variété

n-surfae (ordre) non quelonque relation binaire ? pseudo-

variété



Chapitre 3

Présentation des modèles étudiés

Nous avons vu dans le hapitre préédent qu'il existait prinipalement deux grandes ap-

prohes pour struturer et manipuler des images. L'approhe graphe se fonde sur les éléments de

l'image et leurs relations d'adjaene. De nombreux travaux fondés sur e prinipe parviennent

à dé�nir des notions topologiques (surfaes, points simples. . .) et proposent, prinipalement

en dimensions deux et trois, une palette d'algorithmes utiles à l'imagerie numérique (suivi et

extration de surfaes, squelettisation. . .). Cependant, la plupart des algorithmes s'appuyant

sur une telle struturation des images requièrent des informations additionnelles (hoix d'un

plongement. . .) pour fournir des résultats pertinents. Ils sont, en outre, grandement dépendants

de l'appliation hoisie et sont di�ilement généralisables en dimensions supérieures. Les mo-

dèles existant pour l'approhe ellulaire, a priori plus oûteux, ontiennent intrinsèquement plus

d'information. Sur haun d'eux ont été dé�nis des propriétés topologiques et des algorithmes dé-

diés qui ne néessitent auune autre onnaissane que elles ontenues dans le modèle lui-même.

En outre, ertains parmi eux proposent des dé�nitions et des outils génériques indépendants de

la dimension de l'image étudiée.

Ces strutures ont pour la plupart été dé�nies et exploitées dans un ontexte partiulier

(analyse d'images, modélisation) et pour des appliations données (aminissement homotopique,

aratérisation de surfaes, onstrution topologique d'objets. . .). Cependant, malgré des di�é-

renes importantes dans la manière de les dé�nir et des les utiliser, il est parfois possible d'éta-

blir des liens entre elles, voire de véritables ponts permettant de passer e�etivement de l'une

à l'autre. Il devient alors possible d'exploiter les di�érenes de es modèles pour les enrihir

mutuellement.

Nous nous sommes plus préisément intéressés à ertains de es modèles. La plupart ont

déjà été évoqués brièvement dans le hapitre préédent. Nous les présentons ii plus en détails

(domaine d'appliation, aratéristiques et outils topologiques assoiés). La mise en évidene de

leurs relations fera l'objet du hapitre 4.

Nous nous sommes penhés à la fois sur des strutures permettant de représenter des sub-

divisions sans multi-inidene et sur des strutures autorisant la présene de multi-inidene.

Les premières sont généralement dotées d'outils topologiques failitant l'analyse d'une image

(invariants topologiques), tandis que sur les seondes ont été développés, dans le adre de la

modélisation géométrique, des opérateurs topologiques permettant de les onstruire.

Parmi les modèles permettant de représenter des subdivisions sans multi-inidene, nous nous

sommes plus partiulièrement intéressés aux ordres de Bertrand et al. [18, 21℄ et aux espaes

disrets de Dominguez et al. [12, 59℄. Ils permettent tous deux de représenter des subdivisions

de dimension quelonque. Le premier suit une approhe purement disrète tandis que le seond

89
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s'appuie sur un analogue ontinu. Les notions topologiques dé�nies sur haun de es modèles

sont omplémentaires.

En e qui onerne les modèles utilisés pour représenter des subdivisions ontenant potentiel-

lement de la multi-inidene, nous nous sommes onentrés sur la struture de arte généralisée

introduite par Lienhardt [130℄. Elle présente l'avantage d'englober un ertain nombre d'autres

strutures utilisées en modélisation [131℄. En outre, elle peut représenter des subdivisions de

n'importe quelle dimension et elle est munie des opérateurs lassiques utilisés en modélisation

topologique : identi�ation, extrusion, élatement. . .

Nous dérivons tout d'abord les deux modèles assoiés aux subdivisions sans multi-inidene,

et présentons ensuite elui retenu pour manipuler des subdivisions pouvant ontenir de la multi-

inidene.

Les trois modèles permettent de représenter des subdivisions de n'importe quelle dimension.

Le premier, fondé sur la notion d'ordre, est ertainement le plus générique puisqu'il n'impose

a priori auune restrition ni sur la nature des ellules qui le omposent, ni sur les propriétés

de l'espae subdivisé. Les espaes disrets de Dominguez et al. s'appuient, quant à eux, sur des

subdivisions dont les ellules sont des polytopes. Les artes généralisées suivent une approhe

di�érente de elle lassiquement utilisée pour représenter une subdivision ellulaire. Au lieu de

manipuler expliitement des ellules et des relations d'inidene, leur desription se fonde sur un

seul type d'éléments, appelé brin, et la struture de la subdivision est exprimée par un ensemble

d'involutions. Les subdivisions qu'elles permettent de représenter sont des as partiuliers de

pseudo-variétés.

3.1 Ordres

Les ordres ont été introduits en analyse d'images par Bertrand et al. [18, 21℄. Ils ont été

munis de di�érentes notions topologiques (points simples, rétrate par déformation [18℄. . .) et des
algorithmes ont été développés a�n de les exploiter (squelettisation [136, 137, 138℄, épaississement

homotopique [47℄. . .). Des dé�nitions de surfaes [21℄ et de bords d'objets [49℄ ont en outre

été proposées ainsi qu'un algorithme de type "marhing-ubes" permettant de les onstruire

[48, 49, 50℄. La plupart de es travaux reposent sur une approhe purement disrète.

Représenter une image à l'aide d'un ordre revient généralement à assoier aux spels de

l'image des éléments partiuliers de l'ordre (généralement les plus petits ou les plus grands pour

la relation d'ordre). Les autres éléments sont alors utilisés pour exprimer les liens entre les

éléments de l'image.

3.1.1 Dé�nitions et notations

Un ordre, noté |X|, est dé�ni omme une paire (X,α) où X est un ensemble et α une relation

binaire, ré�exive, antisymétrique et transitive sur X (Déf. 2.9 page 68). Par la suite, on notera

β (= α−1
) l'inverse de α et θ l'union de α et β. Lorsque l'on onsidère un sous-ensemble S de

X, on note α|S la restrition de α sur et ensemble, i.e. α∩ (S×S). En outre, on ne onsidèrera

qu'une famille d'ordres restreinte : les ordres CF .

Dé�nition 3.1 (Ordre CF ) Un ordre |X| = (X,α) est dit CF lorsque :

i). X est dénombrable (Countable)

ii). |X| est loalement �ni (loally Finite), i.e. ∀x ∈ X, θ(x) est �ni
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Cette restrition n'est pas gênante dans le adre de l'imagerie numérique puisque le support

d'une image satisfait naturellement es onditions.

Des ensembles partiuliers peuvent être assoiés à haque élément x d'un ordre |X| (Fig.
3.1).

Dé�nition 3.2 (Ensembles assoiés à un élément d'un ordre) Soit un ordre |X| = (X,α).
A haque élément x de X sont assoiés les ensembles suivants, pour ρ = α ou ρ = β :

i). sa ρ-adhérene (ρ-adherene), notée ρ(x) : ρ(x) = {y ∈ X; (x, y) ∈ ρ},
ii). sa ρ-adhérene strite (strit ρ-adherene), notée ρ�(x) : ρ�(x) = ρ(x)\{x},
iii). sa ρ-proximité (ρ-loseness), notée par ρ•(x) :

ρ•(x) = {y ∈ X/y ∈ ρ�(x), ρ�(x) ∩ ρ−1�

(y) = ∅}

Comme on le verra dans le hapitre 4, es notions peuvent être aisément reliées à elles

d'étoile et de l�ture des ellules d'une subdivision.
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(b) α-adhérene de x10.

x1

x8 x9

x3
x4 x5

x10

() β-adhérene de x1.

x4

x10

x5 x6 x7

(d) x10 et son α-proximité.

x3

x1

x4 x5

(e) x1 et sa β-proximité.

Fig. 3.1 � Exemples d'ensembles assoiés aux éléments d'un ordre. L'ordre est représenté par le

DAG orrespondant (f Se. 2.6.1 page 68) où la relation α�
est visualisée par la relation "�ls

de".
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Un élément d'un ordre est dit ρ-terminal si sa ρ-adhérene strite est vide. Ce sont généra-

lement es éléments terminaux qui seront utilisés pour représenter les spels de l'image.

On appelle ρ-haîne tout sous-ensemble de |X| omplètement ordonné pour la relation ρ.
Dans un ordre CF , toute ρ-haîne est �nie et sa longueur est égale à son nombre d'éléments

moins un. En�n, étant donné deux éléments d'un ordre x0 et xk, on appelle θ-hemin entre x0

et xk toute suite x0, x1, · · · , xk d'éléments de l'ordre telle que xi ∈ θ(xi−1) ave i = 1, · · · , k.

Les α-terminaux de l'ordre représenté sur la �gure 3.1-a sont les éléments x0, x1

et x2. Et les β-terminaux sont x8, x9, x10.

{x8, x0} est une α-haîne ainsi que {x9, x4, x1}. La suite d'éléments

x0, x8, x3, x9, x4, x10, x6 est un θ-hemin.

On peut aussi noter qu'un omplexe simpliial peut être aisément assoié à un ordre, on

l'appelle omplexe de l'ordre (en anglais order omplex [25℄) ou omplexe des haînes (en anglais

hain omplex [50℄). Par la suite, on utilisera l'expression omplexe de l'ordre pour éviter toute

onfusion ave les omplexes de haînes manipulés dans la théorie de l'homologie (Chapitre 5).

Dé�nition 3.3 (Complexe de l'ordre) Soit un ordre |X| = (X,α). Le omplexe de l'ordre

|X|, noté ∆(|X|), est le omplexe simpliial abstrait dont les sommets sont les éléments de X et

les k-simplexes les k α-haînes de |X|. Les relations d'inidene entre les simplexes orrespondent

aux relations d'inlusion entre les haînes.

Un ordre et son omplexe assoié apparaissent sur la �gure 3.2. Réiproquement, omme

nous l'avons déjà remarqué setion 2.6.1 page 68, on assoie aisément un ordre à tout omplexe

simpliial, voire à tout omplexe quel qu'il soit.

x10

x1 x2

x3

x4

x7

x12

x8

x9

x10x5

x11

x6

x13

x1 x3 x4

x13

x2 x5

x12

x7 x9 x11x8x6

Fig. 3.2 � Exemple d'un ordre et son omplexe simpliial assoié.

En�n, même si les éléments d'un ordre ne sont pas, ontrairement aux omplexes abstraits,

expliitement munis d'une dimension, il est toutefois possible de leur assoier e qu'on peut

quali�er de dimension impliite, aussi dénommé rang. Il existe deux notions symétriques de

rang : l'α-rang et le β-rang.

Dé�nition 3.4 (Rang d'un élément) Etant donné un ordre |X| = (X,α), le ρ-rang d'un

élément x, noté rρ(x), est égal à la longueur de la ρ-haîne maximale d'origine x pour ρ = α ou

ρ = β.
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1

b

Aa

(a) Complexe omposé d'une ellule, A, de

dimension 2, de deux ellules, a et b, de di-
mension 1 et d'une ellule, 1, de dimension

0.

b

a

A

1

(b) Ordre assoié omposé d'un élément,

A, d'α-rang 2, d'un élément, a, d'α-rang 1
et de deux éléments, b et 1, d'α-rang 0.

Fig. 3.3 � Exemple d'un omplexe (C,<, dim) et de l'ordre |C| = (C,α = ≤) assoié pour

lesquels les notions de dimension et de rang sont di�érentes.

Il faut ependant noter que dans un ordre onstruit à partir d'un omplexe quelonque, le

rang d'un élément n'est pas forément égal à la dimension qu'avait la ellule du omplexe à

laquelle il est assoié (Fig. 3.3).

En utilisant ette notion de rang, il est possible de partitionner un ordre CF en un nombre

�ni de sous-ensembles, haun ontenant tous les éléments d'un rang donné. En e�et, onsidérons

un ordre et son ρ-rang, pour ρ = α ou ρ = β. Comme l'ordre est loalement �ni, il existe un

sous-ensemble X0 de X omposé de tous les éléments de ρ-rang égal à 0 (autrement dit des

ρ-terminaux) de |X|. De plus, tout autre élément de |X| est relié à au moins un ρ-terminal par

une ρ-haîne et les ρ-haînes entre un élément de X0 et un autre élément ont une longueur �nie.

Il existe don un nombre entier k tel que le ρ-rang de tout élément de |X| soit inférieur ou égal

à k.

Dé�nition 3.5 (déomposition d'un ordre) La ρ-déomposition d'un ordre |X| = (X,α),
pour ρ = α ou ρ = β, est la famille {Xi}i=0..k dé�nie par :

i). X0 = {x ∈ X, ρ�(x) = ∅},
ii). ∀i ∈ {1, . . . , k}, Xi = {x ∈ S, S = X\⋃j=i−1

j=0 Xj , ρ
�

|S(x) = ∅},
iii). Xk 6= ∅ et X =

⋃i=k
i=0 Xi.

3.1.2 Topologie assoiée

Une topologie peut être naturellement onstruite sur un ordre. On dé�nit d'abord la notion

d'α-intérieur d'un sous-ensemble S d'un ordre |X| par : ⋆α(S) = α(S) = {x ∈ S/β(x) ⊆ S}.

Théorème 3.6 (α-topologie sur un ordre) Soit un ordre |X| = (X,α). Un sous-ensemble

S de X est un α-ouvert lorsque S = ⋆α(S). Similairement, un sous-ensemble S est α-fermé

lorsque S = α(S). La famille Oα des α-ouverts d'un ordre onstitue une topologie sur |X|.

On peut en e�et prouver que la famille Oα véri�e les axiomes aratérisant une topologie (f

Déf. A.1 page 203).



94 CHAPITRE 3. PRÉSENTATION DES MODÈLES ÉTUDIÉS

De manière symétrique, il est possible de onstruire une topologie fondée sur une famille de

β-ouverts1. On parle alors de β-topologie de l'ordre. Dans les deux as, il s'agit d'une topologie

d'Alexandro� (f Déf A.6 page 205).

Soit S = {x1, x2, x4, x5, x6, x7, x10} un sous-ensemble de l'ordre 3.1-a. L'α-
intérieur de S est : ⋆α(S) = {x2, x5, x6, x7, x10}. x1 et x4 n'appartiennent pas

à l'α-intérieur de S ar leurs β-adhérenes, respetivement {x3, x8, x9} ∪ S et

{x4, x9, x10} ne sont pas inluses dans S. L'ensemble S′ = {x2, x5, x6, x7, x10} est
égal à son α-intérieur, il s'agit don d'un α-ouvert.

On peut prouver que la notion de onnexité relative à l'une ou l'autre de es topologies et

elle de onnexité par hemins sont équivalentes pour les ordres CF . Un ordre représentant le

support d'une image est généralement onnexe.

La onnexité d'un ordre est intimement liée à elle d'un sous-ordre partiulier, obtenu à

partir de l'ordre originel par suppression d'éléments de l'ordre, appelés points unipolaires et

points libres. Le sous-ordre obtenu est appelé noyau, et ses éléments sont les liens de l'ordre.

Dé�nition 3.7 (Points unipolaires et libres / lien et noyau) Un point x d'un ordre |X| =
(X,α) est dit ρ-unipolaire, pour ρ = α ou β, lorsque ρ•(x) ontient un seul élément.

Un point x est dit ρ-libre lorsqu'il est ρ-unipolaire ou qu'il existe une suite d'éléments de

l'ordre : x0, · · · , xk = x telle que x0 est ρ-unipolaire et xi est ρi-unipolaire ave ρi = ρ∩ (Si×Si)
pour Si = X\{x0, · · · , xi−1}, i = 1..k.

Un point qui n'est ni ρ-unipolaire, ni ρ-libre est appelé ρ-lien. Et l'ensemble des ρ-liens d'un
ordre est appelé le ρ-noyau de l'ordre.

On peut prouver le résultat suivant :

Théorème 3.8 Un ordre CF est onnexe si et seulement si son noyau l'est aussi.

Les points α-unipolaires de l'ordre représenté sur la �gure 3.1-a sont les éléments

x3, x4, x5, x6, x7. L'élément x9 est quant à lui α-libre. En e�et, il est α0-unipolaire

pour α0 = α∩ (X −{x3}×X−{x3}). L'α-noyau de et ordre est onstitué de x0,

x1, x2, x8 et x10.

En�n, on peut montrer que les appliations ontinues d'un ordre sur un autre sont exatement

les appliations monotones roissantes (en anglais isotone), autrement dit les appliations qui

préservent la relation d'ordre. Ainsi, une appliation f d'un ordre |X| = (X,α) vers un ordre

|X ′| = (X ′, α′) est ontinue si et seulement si y ∈ α(x) implique f(y) ∈ α′(f(x)).

3.1.3 Adjaenes entre spels

Comme dit préédemment, représenter une image à l'aide d'un ordre revient généralement

à assoier à haque élément de l'image un élément terminal de l'ordre. Les autres éléments de

l'ordre permettent d'exprimer les liens entre les éléments de l'image. Extraire di�érents objets

d'une image onsiste don à dé�nir des omposantes onnexes d'éléments terminaux, autrement

dit à fournir une notion d'adjaene entre es éléments. Deux éléments terminaux pourraient par

exemple être dits adjaents dès lors que l'intersetion de leurs adhérenes serait non vide. Cette

1

On peut montrer que la famille des α-ouverts d'un ordre oïnide ave la famille de ses β-fermés
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proposition s'avère ependant trop simpliste dans le sens où elle n'exploite pas la struture hié-

rarhique de l'ordre. On peut ependant onsidérer ette relation omme une forme d'adjaene

maximale dont toute autre adjaene dé�nie sur un ordre devra être un as partiulier.

Ainsi, onstruire une relation d'adjaene onsistera à déterminer, pour tout ouple d'élé-

ments terminaux d'un ordre, un sous-ensemble (éventuellement vide) de l'intersetion de leurs

adhérenes qui dé�nira leur lien.

On pourrait par exemple dire que deux terminaux sont adjaents si l'intersetion

de leurs adhérenes ontient un élément de rang 1.
Dans l'ordre représenté sur la �gure 3.1, les α-terminaux x1 et x2 seraient alors

adjaents et x0 ne serait adjaent ni à x1, ni à x2.

Bien sûr, une adjaene ne peut pas être dé�nie à la légère et doit permettre la onstrution

de surfaes de Jordan et autres aratéristiques topologiques utiles. Obtenir une adjaene ap-

propriée sur un ordre quelonque n'est pas aisé et jusqu'à présent des notions d'adjaenes n'ont

été proposées que sur l'ordre |Hn| = (Hn,⊇) onstruit sur Z
n
(f setion 2.4.1 page 55).

La méthode utilisée permet d'extraire des sous-ordres de |Hn| orrespondant à des ensembles
de Z

n
onnexes pour les spel-adjaenes ωn (f setion 2.3.1 page 32) ou αn (f setion 2.3.3

page 35), appelées respetivement adjaenes indirete et direte par Bertrand et al [21℄. Les

éléments de Z
n
sont ii assoiés aux ⊇-terminaux de |Hn|. L'obtention de sous-ordres appropriés

est réalisée à l'aide des opérateurs morphologiques dits "du tout ou rien" [175℄.

La �gure 3.4 montre pour un ensemble d'éléments de Z
n
, les éléments de Hn

qui

sont retenus pour dérire leur 4 et leur 8-adjaenes

3.1.4 n-surfaes et ordres frontières

Une notion de surfaes permettant de dé�nir des bords d'objets a aussi été introduite sur

les ordres. Cette dé�nition de surfae a été reprise de travaux menés par Evako [71℄ et s'avère

prohe d'une notion de variété proposée par Kovalevsky [21℄.

Dé�nition 3.9 (n-surfae) Soit un ordre CF non vide |X| = (X,α).

� |X| est une 0-surfae lorsque X est omposé d'exatement deux éléments x et y tels que

y 6∈ α(x) et x 6∈ α(y).
� |X| est une n-surfae, n > 0, lorsque |X| est onnexe et pour tout x ∈ X, l'ordre |θ�(x)|
est une (n− 1)-surfae.

L'ordre |Hn| est ainsi une n-surfae. Un autre exemple de 2-surfae est donné sur la �gure

3.5.

En outre, il a été prouvé [50℄ que tout omplexe simpliial dont l'ordre assoié est une

n-surfae est une pseudo-variété sans bord. Plus généralement, il a été possible d'établir une

hiérarhie entre l'ensemble des pseudo-variétés sans bord de dimension n, Pn, l'ensemble des

omplexes simpliiaux dont l'ordre assoié est une n-surfae, Sn, et les variétés stellaires de

dimension n sans bord, Mn [50℄.

Théorème 3.10 Lien entre Pn, Sn et Mn

i). M1 = S1 = P1,
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(a) Image dont les pixels noirs forment une

seule omposante 8-onnexe et deux om-

posantes 4-onnexes.

(b) Ordre |H2| assoié à l'image représenté

par le omplexe équivalent C2 (f Fig. 2.37

page 55).

() Eléments deH2
(en gris) expliitant les

relations de 8-adjaene entre pixels noirs
de Z

2
: 1 omposante 8-onnexe.

(d) Eléments de H2
(en gris) expliitant

les relations de 4-adjaene entre pixels

noirs de Z
2
: 2 omposantes 4-onnexes.

Fig. 3.4 � Exemple des sous-ordres assoiés à un ensemble de pixels noirs et traduisant respe-

tivement les relations de 8- et 4-adjaene.
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θ�(x6)

x1 x3 x4

x13

x2 x5

x14x12

x7 x9 x11x8x6 x10

x12 x14

x1 x2

Fig. 3.5 � Exemple d'une 2-surfae et du voisinage d'un de ses éléments. Ce voisinage est bien

un 1-surfae ar le voisinage de haun de ses points est une 0-surfae.

ii). M2 = S2 ⊂ P2,

iii). ∀n > 2, Mn ⊂ Sn ⊂ Pn.

Les ordres frontières proposés par Daragon et al. [48, 49, 50℄ permettent de onstruire un ordre

matérialisant la frontière entre un sous-ensemble d'un ordre et son omplémentaire. De plus,

lorsque l'ordre est une n-surfae, la frontière de n'importe lequel de ses sous-ensembles est une

union de (n− 1)-surfaes disjointes. La notion d'ordre frontière n'a ependant été e�etivement

exploitée que dans le adre des ordres |Hn| où un algorithme de type "marhing-ubes" a été

développé pour extraire de telles surfaes.

3.1.5 Points simples et notions d'homotopie

Pour es topologies, di�érentes notions de points "simples", autrement dit de points que l'on

peut �ter d'un ordre sans hanger sa topologie ont été dé�nies. Les points unipolaires et libres

dé�nis préédemment sont des exemples de points simples mais leur retrait ne permet qu'une

simpli�ation très super�ielle. Aussi des notions plus perfetionnées de point simples ont-elles

été dé�nies grâe au développement d'une théorie de l'homotopie et à la onstrution de rétrates

par déformations [18℄.

L'homotopie de fontions proposée ii est une version disrète de l'homotopie lassiquement

dé�nie en topologie générale. Intuitivement une homotopie de fontions peut se voir omme

une fontion qui transforme ontinûment, en un laps de temps �ni, une fontion ontinue en

une autre fontion ontinue (pour une dé�nition formelle voir Déf. A.19 page 215). Dans ette

dé�nition, l'intervalle de temps est généralement représenté par l'intervalle ontinu I = [0, 1].
Pour l'adaptation de ette notion aux ordres, on utilise naturellement un ordre assoié à une

disrétisation d'un intervalle de temps. Celui-i est onstruit sur un ensemble Ik = {{i}, {i, i +
1}; i ∈ Z et 0 ≤ i ≤ k} pour un entier positif k, ave la relation d'ordre ⊇ : |Ik| = (Ik,⊇). La
transformation ontinue permettant de passer d'une fontion ontinue f à une fontion ontinue

g s'exprime alors omme une suite de fontions ontinues intermédiaires entre f et g : une pour
haque pas de temps, autrement dit une pour haque élément de |Ik|. Le passage d'une de es

fontions à la suivante doit être ontinu du point de vue des ordres [18℄. Formellement, la notion

d'homotopie de fontions dans les ordres se dé�nit alors omme suit.
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Dé�nition 3.11 (homotopie de fontions) Soit |X| = (X,α) et |X ′| = (X ′, α) deux ordres

CF et soit f et g deux fontions ontinues de |X| dans |X ′|. On dit que g est α-homotope à f
si ∀y ∈ α(x), g(y) ∈ α′(f(x)). On dit que f et g sont homotopes s'il existe une homotopie entre

elles, autrement dit une suite de fontions ontinues de |X| dans |X ′|, h0, · · · , hk ave h0 = f et

hp = g telles que hi est α- ou β-homotope à hi−1 pour i ∈ {1, · · · , p}. On note alors f ≃ g

Les notions d'équivalene homotopique, d'ordre ontratile, de rétrate par déformation et

de fort rétrate par déformation (selon la terminologie anglo-saxonne f setion A.2.1 page 218)

sont dé�nies de la même façon que leur analogue ontinu en s'appuyant sur l'homotopie de

fontions dé�nie sur les ordres.

Plusieurs notions de points simples ont être proposées en s'appuyant sur es notions d'ho-

motopie. Dans tous les as, il s'agit de regarder l'adhérene (α-adhérene ou β-adhérene) des
points. Ainsi, un point sera, par exemple, dit α-simple si son α-adhérene strite est ontratile.
Une dé�nition, plus simple à exploiter algorithmiquement dans le adre d'ordres partiuliers,

a été proposée. Elle se fonde sur une aratérisation réursive de points dits αn-simples et βn-
simples. Elle est partiulièrement appropriée pour les ordres |Hn|, n ≤ 3 mais peut onduire

à des erreurs sur des ordres plus généraux. Elle permet l'ériture d'algorithmes enlevant su-

essivement des points αk- et βk- simples et autorise la suppression parallèle de tous les points

αk-simples ou βk-simples pour un k donné.

Les algorithmes développés à partir de es notions permettent de réaliser de l'aminissement

[136, 137, 138℄ ou de l'épaississement [47℄ homotopique.

3.1.6 Invariants liés à la déomposition ellulaire

Des invariants spéi�quement liés à une déomposition ellulaire n'ont pas été expliitement

dé�nis sur les ordres.

Il existe a priori deux approhes pour onstruire une théorie de l'homologie sur les ordres.

On peut, bien sûr, s'intéresser aux groupes d'homologie du omplexe simpliial assoié à l'ordre.

Les propriétés intrinsèques de e omplexe garantissent en e�et l'existene d'une théorie de

l'homologie.

Cependant, étant donné un ordre |X| = (X,α), on pourrait ausi se penher sur le omplexe

(X,α�, α−rang). Il faudrait alors déterminer sous quelle(s) ondition(s), une théorie de l'homolo-

gie peut être onstruite sur un tel omplexe. On peut d'ores et déjà noter que les ellules d'un tel

omplexe ne possèdent pas d'orientation. Cette absene d'orientation implique de se restreindre

à de l'homologie modulo 2 (es notions seront préisées dans le hapitre 5). Intuitivement, étant

données deux ellules, soit il existe une relation d'inidene entre elles, soit il n'en existe pas.

L'expression de l'inidene entre deux ellules répond don à une règle binaire.

3.2 Espaes disrets de Dominguez et al.

Les espaes disrets dé�nis et utilisés par Dominguez et al. s'intègrent dans une arhiteture

multi-niveaux qui a pour but de proposer et valider les notions de topologie disrète en s'appuyant

sur un analogue ontinu. L'espae disret est onstruit sur le premier niveau de ette arhiteture

et sa dé�nition onditionne l'e�aité de tout le modèle. Ce premier niveau est, en e�et, un

omplexe partiulier, dont les ellules de dimension maximale sont utilisées pour représenter les

spels de l'image. Les ellules de dimensions inférieures servent à dérire les liens entre spels.

Dé�nir un espae disret sur e omplexe onsiste à ajouter une information au omplexe pour
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expliiter les relations d'adjaene entre les ellules maximales. Les autres niveaux du modèle

onstruisent progressivement un analogue ontinu de l'image onsidérée en se fondant sur les

relations d'adjaene hoisies.

Des notions de surfaes et de groupes d'homotopie ont été dé�nis sur de tels espaes mais

auun algorithme n'a été mis en ÷uvre pour les exploiter.

3.2.1 Dé�nitions et notations

L'arhiteture du modèle développé par Dominguez et al. omporte inq niveaux (Fig. 3.6).

Le premier, devie level, est un omplexe polyédrique de dimension n homogène

2

et loalement

�ni. Les ellules de dimension n représentent les spels de l'image et les ellules inférieures les liens

entre eux. Par la suite, on appellera objet disret tout ensemble de n-ellules. L'espae disret

proprement dit est onstruit sur e omplexe en lui ajoutant une information omplémentaire,

sous forme d'une fontion, qui expliite les relations d'adjaenes entre ellules maximales et

marque les ellules intermédiaires du omplexe impliquées dans es adjaenes.

La onstrution des quatre niveaux suivants dépend entièrement du hoix de la fontion

utilisée pour représenter les adjaenes. En e�et, le premier, niveau logique ou logial level,

est un graphe non orienté représentant les adjaenes entre ellules maximales tandis que le

deuxième, niveau oneptuel ou oneptual level est un graphe orienté représentant les relations

d'inidene entre les ellules du omplexe impliquées dans les relations d'adjaene. L'avant

dernier niveau, l'analogue simpliial ou simpliial analogue, est un omplexe simpliial onstruit

sur les hemins maximaux du graphe du niveau préédent. En�n, le dernier niveau, l'analogue

ontinu ou ontinuous analogue, est l'analogue ontinu du omplexe simpliial, autrement dit

son polyèdre sous-jaent, sous-ensemble de l'espae eulidien.

La onstrution de l'espae disret sur le premier niveau du modèle, et don la aratérisation

des adjaenes entre spels de l'image est le point fondamental de ette approhe multi-niveaux.

L'information ajoutée au omplexe polyédrique pour former l'espae disret est la donnée d'une

fontion qui assoie un label partiulier aux ellules qui servent e�etivement de lien entre ellules

de dimension maximale. Les di�érents niveaux se déduisent ensuite diretement de la dé�nition

de l'espae disret. Les fontions utilisées ont pour nom fontions d'élairage ou lighting fun-

tions et doivent satisfaire un ertain nombre de propriétés. Nous nous intéressons à une notion

plus restreinte de fontions d'élairage appelées fontions d'élairage faibles fortement loales ou

strongly loal weak lighting funtions. Avant de les dé�nir, on introduit la notion de support d'un

ensemble de n-ellules. Le support d'un ensemble de n-ellules dans un omplexe peut être vu

omme le plus petit sous-omplexe ontenant es n-ellules et les ellules intermédiaires les plus

grandes onnetant deux n-ellules adjaentes (Fig. 3.7).

On rappelle que les notions de l�ture et d'étoile ombinatoire ont été préédemment in-

troduites page 232. Par la suite, on notera stp(e,K) l'ensemble des ellules de dimension p
appartenant à l'étoile ombinatoire de e dans K.

Dé�nition 3.12 (Support d'un ensemble de n-ellules) Etant donné un omplexe K de

dimension n, le support d'un ensemble O de n-ellules est l'ensemble de ellules dont la l�ture

ombinatoire est égale à l'intersetion de la l�ture ombinatoire des éléments de stn(e,O).

Etant donné un omplexe polyédrique K, on note cellp(K) l'ensemble des p-ellules de K.

2

un omplexe homogène est un omplexe dont haque ellule est fae d'au moins une ellule de dimension

maximale
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(a) objet de départ. (b) omplexe polyédrique où

seules sont représentées les el-

lules intermédiaires servant à

onneter les ellules maxi-

males.

() graphe non orienté assoié

au niveau logique.

(d) graphe orienté du niveau

oneptuel.
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(e) omplexe simpliial orres-

pondant à l'analogue simpli-

ial.

(f) Analogue ontinu du om-

plexe simpliial.

Fig. 3.6 � Di�érents niveaux de représentation d'un même objet dans l'arhiteture proposée

par Dominguez et al.
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(a) Ensemble de n-ellules d'un omplexe

polyédrique.

A E

F

B C
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(b) Support des n-ellules : par exemple

une arête su�t à garantir l'adjaene de

B et C, un sommet est néessaire pour B

et D, et un autre sommet pour A et B.

Fig. 3.7 � Exemple d'un ensemble de ellules maximales d'un omplexe polyédrique et du support

de et ensemble.
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Dé�nition 3.13 (Fontion d'élairage faible fortement loale) Etant donné un omplexe

K, un fontion f : P(celln(K)) × K → {0, 1} est appelée fontion d'élairage faible fortement

loale sur K si elle véri�e les propriétés suivantes pour tout sous-ensemble de n-ellules, O, et
toute ellule e de K.

i). si e ∈ O alors f(O, e) = 1,

ii). si e 6∈ supp(O), f(O, e) = 0,

iii). f(O, e) ≤ f(celln(K), e)

iv). f(O, e) = f(stn(e,O), e)

La première propriété de la dé�nition préédente indique que les n-ellules d'un objet sont

élairées. La deuxième exprime le fait qu'une ellule dont la l�ture ombinatoire n'est pas égale

à l'intersetion des l�tures ombinatoires de deux n-ellules n'est pas utile pour les onneter.
Autrement dit pour onneter deux n-ellules on n'utilise que la ellule maximale de leur l�ture

ombinatoire. La troisième impose qu'une ellule intermédiaire élairée dans un objet soit aussi

élairée dans l'image entière. En�n, la dernière implique que pour un objet donné, l'élairage

d'une ellule est une propriété loale de l'objet.

De nombreuses fontions respetant les 4 propriétés i-dessus peuvent être assoiées à un

omplexe et dé�nissent di�érentes adjaenes entre ellules maximales.

Etant donné un omplexe polyédrique K homogène loalement �ni de dimension

n, les trois fontions suivantes sont des fontions d'élairage faibles fortement

loales.

� fmax(O, e) = 1 si et seulement si e ∈ supp(O),
� fmin(O, e) = 1 si et seulement si e ∈ O (dans e as, l'ensemble de n-ellules
est omplètement déonneté)

� g(O, e) = 1 si et seulement si e ∈ supp(O) et stn(e,K) ⊆ O
La �gure 3.8 montre les niveaux de l'arhiteture assoié à un même objet pour

les fontions fmax et g.

Un omplexe polyédriqueK homogène loalement �ni et de dimension n, muni d'une fontion
d'élairage f est un espae disret, noté (K, f).

3.2.2 Topologie assoiée

La topologie onstruite sur les espaes de Dominguez et al. est la topologie naturellement

assoiée à un omplexe ellulaire déjà présentée dans l'annexe C page 229.

3.2.3 Adjaenes entre spels

La notion d'adjaene entre spels de l'image, autrement dit entre ellules de dimension maxi-

male de l'espae disret, se déduit diretement de la dé�nition de la fontion d'élairage assoiée.

Dé�nition 3.14 (Adjaene de n-ellules) Soit O et O′
deux objets disrets disjoints dans

un espae disret (K, f). Deux n-ellules distintes e et e′ de O sont dites O′
-adjaentes dans O

s'il existe une fae ommune c de e et e′ telle que f(O′, c) = 0 et f(O ∪O′, c) = 1.

Un O′
-hemin dans O de e à e′ est une suite �nie de n-ellules : e0, · · · , em telle que e0 = e,

em = e′ et ei−1 O
′
-adjaent dans O à ei pour i = 1, . . . ,m.
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Fig. 3.8 � Un objet à gauhe et l'arhiteture assoiée ave fmax (en haut) et g (en bas).

Cette dé�nition permet de onstruire di�érentes notions d'adjaene ave la même fontion

d'élairage en utilisant des objets de l'image omme obstales à l'adjaene. En e�et, de manière

intuitive, deux ellules d'un objet O sont O′
-adjaente dans O si elles ont une fae ommune

non élairée dans O′
.

Un objet disret O est alors dit O′
-onnexe lorsque tout ouple de n-ellules de O est reliée

par un O′
-hemin dans O. On déduit naturellement de ette dé�nition la notion de omposante

O′
-onnexe.

Ainsi, étant donné un objet disret dans un espae disret (K, f), il est possible de dé�nir

toute une famille d'adjaenes et don de onnexités. Les deux as extrêmes, lorsque O′ = ∅ et
O′ = celln(K)\O, permettent de dé�nir respetivement la onnexité de l'objet lui-même et sa

onnexité en tant que omplémentaire de O′
.

Théorème 3.15 (Connexité d'un objet O) Un objet O d'un espae disret (K, f) est onnexe
s'il est ∅-onnexe. De plus, un objet disret est onnexe si et seulement si haun des niveaux

dans l'arhiteture de Dominguez et al. représentant et objet est onnexe.

Les onnexités utilisées sur Z
2
et Z

3
peuvent être dé�nies en onstruisant des espaes disrets

appropriés sur les omplexes C2
et C3

. En e�et, les ouples d'adjaenes lassiques pour Z
2
et Z

3

peuvent s'exprimer à l'aide de fontions d'élairage faibles fortement loales sur les omplexes

C2
et C3

. La fontion assoiée à un ouple d'adjaenes (m,n) ave m et n appartenant à {4, 8}
pour Z

2
et {6, 18, 26} pour Z

3
est notée fm,n.
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Etant donné un omplexe ubique de dimension 3, C3
, les fontions suivantes sont

des fontions faibles fortement loales :

� f6,6(O, e) = 1 si et seulement si e ∈ O et dim(e) = 3 ou e ∈ supp(O) et

dim(e) = 2,
� f6,26(O, e) = 1 si et seulement si st3(e,C

3) ⊆ O ave e ellule de C3

Comme leur notation l'indique, la première dé�nit une 6-onnexité pour les spels

de l'objet et une 6-onnexité pour les spels du fond, la deuxième une 6-onnexité
pour l'objet et une 26-onnexité pour le fond.

Il est possible de véri�er que les notions de onnexité dé�nies ii sur l'espae disret donnent

des résultats ohérents lorsque transposées sur l'analogue ontinu de l'image.

3.2.4 Surfaes

La dé�nition de surfaes sur es espaes disrets est réalisée par analogie ave le ontinu

[11, 12℄.

Dé�nition 3.16 (n-variété disrète) Un objet disret M d'un espae disret (K, f) est une

surfae disrète ou n-variété disrète, si son analogue ontinu A(M ) est une variété polyédrique

fermée.

Bien entendu, la question de l'obtention d'une aratérisation purement disrète de surfaes

se pose. Etant donné un espae disret (K, f) quelonque, il s'agirait de trouver des onditions
néessaires et su�santes sur le niveau logique assoié à un objet pour déterminer s'il est ou

non une variété disrète. Cependant, auune solution n'a jusqu'ii été proposée pour des espaes

disrets quelonques et les travaux pour fournir des dé�nitions disrètes de surfaes se sont

orientés vers deux diretions [11℄. Etant donné un espae disret (K0, f0) déterminé, on peut

herher à obtenir des onditions néessaires et su�santes permettant de dire si un objet disret

est une n-variété disrète en regardant sa représentation dans le niveau logique. Cette voie n'a,

semble-t'il pas été réellement exploitée et on trouve plus de travaux exploitant la deuxième piste.

Etant donnée une lasse d'objets disrets C onstruits sur un omplexe polyédrique homogène

loalement �ni de dimension �nie, K0, l'idée onsiste à onstruire une fontion d'élairage f0

telle que C soit l'ensemble des n-variétés disrètes dans (K0, f0). Cette deuxième approhe a

été exploitée d'abord dans [12℄. Elle a permis de déterminer les fontions d'élairage à assoier

à C3
pour que les (n,m)-surfaes dé�nies par Kong et al. [111℄, généralisant les surfaes de

Morgenthaler et al. [155℄ soient des 2-variétés disrètes pour m et n dans {6, 18, 26} et (m,n) 6∈
{(6, 6), (18, 6), (18, 18)}. Elle a aussi été utilisée dans [11℄ pour dé�nir la fontion d'élairage

permettant de reonnaître dans C3
les 26-surfaes fortes introduites par Bertrand et Malgouyres

[23, 24, 149℄. Plus réemment, dans [40℄, a été dé�nie une fontion d'élairage fU telle que

toutes les (26, 6)-surfaes pouvant être onstruites sur Z
3
soient ontenues dans la famille de

surfaes disrètes de l'espae disret (C3, fU ). Cette famille de surfaes onstitue un sur-ensemble

des surfaes traditionellement dé�nies sur Z
3
. Une aratérisation loale de es surfaes a été

proposée dans [41℄.

3.2.5 Homotopie

Une notion assez générale de groupe fondamental

3

a été proposée sur es espaes disrets,

dont deux as partiuliers dé�nissent le groupe fondamental d'un objet et de son omplémentaire

3

La dé�nition du groupe fondamental en topologie générale est donnée page 216
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dans l'espae. Plus préisément, la dé�nition du groupe fondamental disret prend en ompte

deux objets de l'espae disret. Ce groupe, noté πd1(O/S, e), représente l'ensemble des lasses

d'équivalene pour une relation d'homotopie des boules enrainées en e dans un objet O qui ne

traversent pas l'objet S. S peut être vu omme un obstale.

Plut�t que de manipuler l'espae disret (K, f) proprement dit, on dé�nit pour tout ensemble

S de ellules d'un espae disret (K, f) un sous-omplexe ontenant les ellules que f élaire

pour l'objet omposé de toutes les n-ellules de K et éteint pour l'objet S. Les boules de tout
objet O de K ne traversant pas S sont forément onstruites sur et ensemble de ellules, appelé

orps élairé de K ombré par S, noté Lb(K/S).

En topologie générale, un hemin peut être vu intuitivement omme une fontion ontinue

qui à tout élément d'un intervalle de temps assoie une position dans l'espae onsidéré (pour une

dé�nition plus préise voir page 215). L'espae sur lequel sont onstruits les hemins est ii dé�ni

omme le orps élairé d'un objet ombré par un autre. Et pour obtenir une dé�nition homogène,

l'intervalle de temps est disrétisé sous la forme d'un orps élairé partiulier [13, 14, 16℄. Un

hemin est alors dé�ni omme une suites de ellules qui alterne à haque pas de temps une

n-ellule et une ellule de dimension inférieure. Le hemin, onstruit sur un orps élairé ombré

par un obstale donné, ne traverse pas l'objet hoisi omme obstale. Deux hemins sont dits

homotopes si l'on peut passer de l'un à l'autre par des transformations disrètes utilisant des

pixels adjaents.

Le groupe fondamental est alors lassiquement dé�ni omme l'ensemble des lasses d'équi-

valene des boules enrainées en un point pour la relation d'homotopie (f Def A.21 page 216).

Cette notion de groupe fondamental est ompatible ave une version disrète du théorème de

Seifert-Van Kampen [13, 14, 15, 16℄.

La notion de hemin peut s'étendre assez aisément en dimensions supérieures et permettre

ainsi la dé�nition des groupes d'homotopie de dimension supérieure à 1.

3.2.6 Invariants liés à la déomposition ellulaire

Auune étude relative au alul des invariants propres à une déomposition ellulaire sur

e type d'espae disret n'a été publiée. La aratéristique d'Euler peut s'obtenir aisément à

partir du omplexe polyédrique sur lequel est bâti l'espae disret. Pour e qui est du alul des

groupes d'homologie, il est sans doute possible d'étendre des résultats obtenus sur des omplexes

polyédriques partiuliers. Lorsque le omplexe polyédrique est un omplexe ubique, il est ainsi

possible d'y onstruire une théorie de l'homologie [98℄. Une étude de l'homologie des ensembles

simploïdaux est atuellement à l'étude [160℄.

3.3 Cartes généralisées

Comme dit en introdution, les artes généralisées ne manipulent pas expliitement les el-

lules et les relations d'inidene. Elles sont onstruites sur un seul type d'éléments, les brins. La

struture de la subdivision est matérialisée par un ensemble d'involutions sur es brins. Lien-

hardt a prouvé dans [132℄ que e modèle étaient équivalent aux quasi-variétés ellulaires qui

représentent les subdivisions en termes de ellules et de relations d'inidene.

3.3.1 Dé�nitions et notations

Nous rappelons ii la dé�nition de arte généralisée :
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Dé�nition 3.17 (n-G-arte) Une n-G-arte pour n ≥ 0 est un (n+2)-uplet G = (D,α0, · · · , αn)
tel que :

� D est un ensemble �ni de brins,

� les αi, i ∈ {0 · · · , n} sont des permutations sur D telles que :

� ∀i ∈ {0, · · · , n}, αi est une involution

Si D est l'ensemble vide, αi n'est pas dé�ni.
� ∀i, j tels que 0 ≤ i < i+ 2 ≤ j ≤ n, αiαj est une involution

Une (−1)-G-arte est dé�nie par G = (D), où D est un ensemble �ni de brins.

Une subdivision de R
2
et la 2-G-arte assoiée apparaissent sur la �gure 3.9.
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Fig. 3.9 � Subdivision de R
2
et 2-G-arte assoiée, G = (D,α0, α1, α2), ave D = {1, · · · , 24}.

Une arte généralisée dé�nit une subdivision de manière impliite. Et il est bien entendu

possible à partir de la dé�nition d'une n-G-arte de retrouver l'ensemble des ellules de la

subdivision qu'elle représente ainsi que les relations d'inidene qui les relient. Toute ellule de

la subdivision est en e�et assoiée à un sous-ensemble partiulier de brins de D. Pour exprimer

formellement ette relation, nous rappelons la notion d'orbite.

Dé�nition 3.18 (orbite) Soit Φ = {π0, · · · , πn} un ensemble de permutations sur un ensemble

d'éléments D. On note <Φ>=<π0, · · · , πn> le groupe de permutations de D engendré par Φ.

L'orbite d'un élément d de D relative au groupe <Φ>, notée <Φ> (d) est l'ensemble

{φ(d), φ ∈<Φ>}

De manière informelle, on peut dire que l'orbite d'un élément d relative à un groupe de

permutations, <Φ>, est omposée de l'ensemble des éléments qui sont images de d par une

omposition de permutations appartenant à Φ. Lorsqu'auune onfusion ne sera possible, on

notera <π>N (d) l'orbite <π0, · · · , πn> (d) ave N = {0, · · · , n}. Plus généralement, étant

donné un ensemble de permutations, l'orbite relative à un sous-groupe de es permutations est

noté par <π> indexé par l'ensemble des indies des permutations impliquées.

Les ellules de la subdivision assoiée à la n-G-arte, (D,α0, · · · , αn), sont alors détermi-

nées par les orbites des brins de D. Des exemples d'orbites et les ellules qu'elles représentent

apparaissent sur la �gure 3.10.

Dé�nition 3.19 (i-ellule) Etant donnée une n-G-arte, G = (D,α0, · · · , αn), haque i-ellule
de la subdivision orrespondante est donnée par <α>N−{i} (d) où d est un brin inident à ette

i-ellule.
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Par la suite, on notera l'ensemble des i-ellules assoiées à la n-G-arteG = (D,α0, · · · , αn),
{<α>N−{i}}D. Par soui d'homogénéité on notera {<α>N−I}D l'ensemble des orbites distintes

de D de la forme <α>N−I (d).
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Fig. 3.10 � Déomposition ellulaire assoiée à la arte de la �gure 3.9.

L'ensemble des i-ellules réalise une partition des brins d'une n-G-map, pour tout i entre 0 et

n. Les relations d'inidene entre les ellules de la subdivision peuvent être aisément obtenues.

Une ellule cj =<α>N−{j} (d) est fae d'une ellule ci =<α>N−{i} (d), lorsque j ≤ i et
<α>N−{j} (d)∩ <α>N−{i} (d) 6= ∅ [131℄. Deux telles ellules sont dites onséutives lorsque

i = j + 1.

Nous présentons i-dessous deux propriétés aratérisant des n-G-artes partiulières.
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i). fermeture : ∀i ∈ N = {0, · · · , n}, αi est sans point �xe4
ii). onnexité : tout brin peut être atteint à partir de n'importe quel autre brin par appliations

suessives d'un nombre �ni d'involutions, i.e. ∀d ∈ D, <α>N (d) = D

Lorsqu'une arte est fermée, la subdivision assoiée est fermée, autrement dit sans bord.

De même les omposantes onnexes d'une arte orrespondent aux omposantes onnexes de la

subdivision représentée. La arte à droite de la �gure 3.9 est fermée et onnexe.

La subdivision assoiée à une arte généralisée est une quasi-variété ellulaire, autrement

dit une pseudo-variété dont la triangulation est une quasi-variété simpliiale [132℄. Une quasi-

variété simpliiale est dé�nie omme un ensemble semi-simpliial non dégénéré numéroté (f

setion 2.6.2 page 75) qui peut être obtenu de manière onstrutive.

On sera, par la suite, amené à s'intéresser à la triangulation de la subdivision représentée

par une n-G-arte.

Théorème 3.20 (Ensemble semi-simpliial numéroté assoié à une n-G-arte) Soit G =
(D,α0, · · · , αn) une n-G-arte. L'ensemble semi-simpliial assoié à G est tel que :

i). tout k-simplexe, k ∈ {0, · · · , n}, est assoié à une orbite <α>N−I (d) où I = {k0, · · · , ki}
est un sous-ensemble de N omposé de k + 1 éléments distints,

ii). d0 n'est pas dé�ni sur l'ensemble des ellules de dimension 0 et pour tout i ∈ {1, · · · , n},
� si j ∈ {0, · · · , i}, dj assoie à toute ellule de dimension i assoiée à <α>N−I (d), la
ellule de dimension i− 1 assoiée à <α>N−{I−{kj} (d).

� si j ∈ {i+ 1, · · · , n}, dj n'est pas dé�ni

Dans un tel ensemble semi-simpliial, tout 0-simplexe numéroté par i orrespond ainsi à une

orbite de la forme <α>N−{i} (d), autrement dit à une i-ellule de la subdivision. En outre, un

i-simplexe, si, est fae d'un j-simplexe, sj, j > i, s'il existe un brin d tel que si et sj soient

respetivement assoiés à <α>N−I (d) et <α>N−J (d) ave I ⊂ J .

3.3.2 Propriétés et opérateurs topologiques

Des propriétés lassiques ont été dé�nies sur les artes généralisées. Une notion de arte duale

a par exemple été proposée qui traduit la notion de subdivision duale.

5

Dé�nition 3.21 (Carte duale) Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte. La arte G∗ =
(D,αn, αn−1, · · · , α0) est la arte duale de G.

D'autre part, les artes sont apables de représenter des subdivisions orientables et non

orientables. Une dé�nition d'orientabilité sur les artes a été fournie qui oïnide ave la notion

d'orientabilité relative à la subdivision assoiée. La propriété d'orientabilité d'une arte peut

être établie à l'aide de la n-arte des orientations. La notion de n-arte a été rappelée dans la

dé�nition 2.24 page 82.

Dé�nition 3.22 (n-arte des orientations) Soit n ≥ 1 et G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-
arte. La n-arte OG = (D,α0α1, α0α2, · · · , α0αn) est appelée n-arte des orientations de G.
Par extension si n = −1, ou n = 0, OG = (D).

Soit d ∈ D, la omposante onnexe < α0α1, α0α2, · · · , α0αn > (d) est une omposante orien-

tée de G.
4αi est sans point �xe lorsque ∀d ∈ D,αi(d) 6= d
5

Le dual d'une subdivision d'un espae de dimension n est une subdivision du même espae obtenue en

remplaçant haque k-ellule par une (n− k)-ellule
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(b) Ensemble semi-simpliial non dégé-

néré assoié. La numérotation des tri-

angles indiquent les brins auxquels ils or-

respondent. Le sommet A orrespond à

l'orbite <α1α2> (1) = {1, 8}, le sommet

a à l'orbite <α0α2> (1) = {1, 2} l'arête

entre a et A représente <α2> (1) = {1} . . .

Fig. 3.11 � Carte généralisée et ensemble semi-simpliial non dégénéré assoié.

On dé�nit alors l'orientabilité d'une arte fermée G par rapport au nombre de omposantes

onnexes de OG.

Dé�nition 3.23 (Orientabilité d'une arte fermée) Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-
arte fermée, n ≥ 0. On dit que G est orientable (resp. non orientable) si et seulement si

son n-arte d'orientations omporte exatement 2 omposantes onnexes (resp. 1 omposante

onnexe).

On peut prouver que ette dé�nition de l'orientabilité oïnide ave elle la notion d'orien-

tabilité de l'ensemble semi-simpliial assoié.

Théorème 3.24 (Orientabilité d'une arte fermée et de la quasi-variété ellulaire

assoiée) Soit G un n-G-arte et S sa quasi-variété ellulaire assoiée.

G est orientable si et seulement si S est orientable.

En�n, une aratéristique d'Euler a aussi été assoiée à toute n-G-arte.

Dé�nition 3.25 (Caratéristique d'Euler) Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte, n ≥
0. La Caratéristique d'Euler de G est dé�nie omme la somme alternée du nombre d'orbites

distintes onstruites sur i involutions pour i de n à 0 :

c(G) =
∑

i=0,···,n

card({<α>N−{i}}D)

−
∑

0≤i<j≤n

card({<α>N−{i,j}}D)

+ . . .
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(a) Objet omposé d'1 fae, d'1 arête et

d'1 sommet.

��
��
��
��

��
��
��
��

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

α1

d1 d2

α0

α2

(b) Carte assoiée.

Fig. 3.12 � Exemple d'un objet ellulaire et de la n-G-arte assoiée dont les aratéristiques

d'Euler n'ont pas la même valeur.

+(−1)n−1
∑

i=0,...,n

card({< αi >})

+(−1)ncard(D)

La valeur de la aratéristique d'Euler d'une n-G-arte est identique à elle de l'ensemble

semi-simpliiale assoié. Cependant si on onsidère la aratéristique d'Euler de la subdivision

ellulaire orrespondante, elle sera égale à cc(G) =
∑

i=0,···,n(−1)icard(({<α>N−{i}}D). Et dans
le as général cc(G) sera di�érent de c(G).

Considérons l'objet et la arte orrespondante sur la �gure 3.12.

La aratéristique d'Euler de l'objet est évidemment égale à 1− 1 + 1 = 1.
La aratéristique d'Euler de la arte est égale à :

cc(G) = card({< α1α2 >}D) + card({< α0α2 >}D) + card({< α0α1 >}D)

−card({< α0 >}D)− card({< α1 >}D)− card({< α2 >}D)

+card(D)

d'où cc(G) = 1 + 1 + 1− 1− 1− 1 + 2 = 2

Pour les 2-G-artes d'autres invariants topologiques ont été dé�nis : le nombre de frontières, le
fateur d'orientabilité, et le genre [132℄. Ils permettent d'obtenir une lassi�ation des 2-G-artes
pour lesquelles α2 est sans point �xe, tout à fait similaire à elle des surfaes topologiques.

Il a été prouvé que toute n-G-arte peut être obtenue en utilisant une séquene d'opéra-

tions élémentaires de réation et de oûture [132℄. D'autres opérations topologiques d'extrusion,

d'élatement, de hanfreinage ont aussi été dé�nies [69℄ augmentant ainsi la maniabilité des

artes. En�n, des opérateurs de suppression et de ontration permettant de simpli�er des artes

a�n de les exploiter dans le adre de la multi-résolution ont été développés par Damiand et

Lienhardt [46℄.
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3.4 Bilan

Nous avons dérit dans e hapitre trois modèles permettant de représenter des subdivisions

de l'espae. L'intérêt de es modèles réside à la fois dans leur génériité et dans leur omplémen-

tarité.

La plupart des strutures évoquées dans le Chapitre 1 peuvent être vues omme des as

partiuliers de l'un ou l'autre de es trois modèles. En e�et, toute subdivision ellulaire est aussi

un ordre et de nombreuses subdivisions e�etivement utilisées sont onstruites à partir de ellules

polyédriques. D'autre part, les artes généralisées englobent nombre de strutures exploitées en

modélisation.

Etablir un pont entre les ordres et les espaes disrets de Dominguez permettrait d'enrihir

les deux modèles :

� en dé�nissant sur les ordres des notions de onnexité s'inspirant des fontions d'élairage,

� en omparant les notions d'homotopie sur les ordres (homotopie de fontions, rétrate,

points simples) et sur les espaes disrets de Dominguez (homotopie de hemins, groupe

fondamental, théorème de Seifert-Van Kampen),

� en munissant les espaes disrets de Dominguez d'outils algorithmiques,

� en omparant les notions de surfaes propres à haque modèle.

Il paraît plus ardu de onstruire un lien entre les ordres et les artes généralisées. Nous

verrons dans le hapitre 4 omment il est possible de relier un sous-ensemble des ordres à un sous-

ensemble des artes généralisées. Un tel lien peut, par exemple, permettre d'utiliser une struture

d'ordre et une struture de arte généralisée dans une même haîne de traitements (analyse d'une

image suivie d'une modélisation). On peut ainsi envisager d'exploiter les outils topologiques

d'analyse développés sur les ordres pour extraire un objet d'une image et reonstruire le modèle

obtenu grâe aux méthodes dé�nies sur les artes généralisées.



Chapitre 4

Comparaison des modèles topologiques

Comparer diverses strutures utilisées pour représenter la topologie des images, mettre en

relief leurs ressemblanes et leurs spéi�ités s'avèrent essentiel pour plusieurs raisons. Une telle

étude peut tout d'abord permettre de réer des ponts entre es modèles et ainsi permettre de

naviguer d'un modèle à l'autre selon les besoins de l'appliation souhaitée. On peut aussi espérer

que la mise en ommun de es études pourra, à terme, onduire à uni�er la plupart des strutures

utilisées au sein d'un adre de travail plus général. La possibilité de transférer des résultats

théoriques et des algorithmes pratiques d'un modèle à l'autre est une onséquene plus immédiate

de telles reherhes, dès lors que les liens entre modèles sont traduits par des proessus expliites

de onversion. En outre, tous es modèles ne sont pas équivalents, et il est apital de pouvoir

déterminer pour haun d'eux la lasse d'objets qu'il est apable de représenter. Di�érentes

études ont d'ores et déjà été menées dans ette diretion. Brisson a notamment omparé les

"Quad-edge", "faet-edge" et "ell-tuples" dans [33℄, tandis que Lienhardt a étudié les liens

entre es mêmes modèles et di�érentes strutures utilisées en modélisation géométrique, omme

les artes de dimensions n (généralisées ou non) [131℄. Un travail similaire a été réalisé par Brun

et Kropatsh [34℄ pour étudier la relation entre les graphes duaux et les artes ombinatoires.

Notre étude se situe dans la lignée de es travaux. Nous nous intéressons ii à la omparaison

des modèles de représentation d'images dérits dans le hapitre préédent.

Comme nous l'avons remarqué préédemment, il existe une ertaine ressemblane entre les

ordres et les omplexes ellulaires. Cependant, alors qu'il est possible de dé�nir diverses notions

d'adjaene entre spels sur les omplexes en utilisant des tehniques variées, il semble beauoup

plus di�ile de réaliser e même travail sur les ordres. A notre onnaissane, seul l'ordre très

partiulier Hn
, qui orrespond à la grille régulière, a été équipé de telles notions. Pour être

tout à fait exat, seules des adjaenes équivalentes à ωn et αn ont pu être onstruites sur

Hn
. Elles ont été obtenues grâe à l'utilisation des opérateurs morphologiques "tout ou rien".

Notre premier travail a onsisté à formaliser les liens entre ordres et omplexes, dans l'espoir

d'être ensuite apables de dé�nir des notions de onnexité plus variées sur les ordres. Nous en

avons pro�té pour aratériser le sous-ensemble des ordres dont le omplexe ellulaire assoié

est un omplexe simpliial abstrait. Nous avons ensuite exploité les relations existant entre

les ordres et les omplexes pour déterminer dans quelle mesure il était possible de transférer

di�érentes notions de onnexité proposées sur les omplexes vers les ordres. Nous nous sommes

partiulièrement intéressés aux notions de fontions d'élairage proposées par Dominguez et

al. qui autorisent la dé�nition de multiples notions d'adjaene. Ces fontions étaient à l'origine

dé�nies sur des omplexes polyédriques homogènes et loalement �nis, mais nous avons remarqué

que leur validité n'était pas tributaire des propriétés géométriques de tels omplexes mais plut�t

111



112 CHAPITRE 4. COMPARAISON DES MODÈLES TOPOLOGIQUES

de propriétés ombinatoires impliites. Nous dé�nissons don une sous-lasse des omplexes

ellulaires abstraits, aratérisés par et ensemble de propriétés ombinatoires, ompatibles ave

la dé�nition de telles fontions. Nous en déduisons une sous-lasse des ordres sur lesquels des

fontions analogues peuvent être onstruites et montrons omment y onstruire expliitement des

fontions d'élairage [5, 6℄. Il s'agit là d'une appliation direte de la omparaison des modèles

ordre et omplexe. Cette étude fait l'objet de la première setion de e hapitre.

Nous nous sommes ensuite intéressés à la omparaison des ordres et des artes généralisées

[4, 3℄. Cette reherhe a été réalisée en ollaboration ave Pasal Lienhardt (laboratoire SIC, Poi-

tiers) et Xavier Daragon (laboratoire A2SI, ESIEE, Marne la Vallée). Plusieurs di�ultés ont

jalonné e travail. Tout d'abord, les ordres représentent un ensemble d'objets trop vastes pour

pouvoir être assoiés sans restrition à des artes. Il a ainsi fallu déterminer un sous-ensemble des

ordres adéquat. Nous nous sommes plus préisément onentrés sur une lasse d'ordre existante,

elle des n-surfaes, qui semblait un andidat prometteur. En e�et, les n-surfaes onstituent
un sous-ensemble des pseudo-variétés (f Thé. 3.10), omme le sont les subdivisions assoiées

aux artes généralisées (f page 107). En outre, on peut véri�er immédiatement qu'une 0-surfae
est isomorphe à une quasi-variété ellulaire de dimension 0 représentée par une 0-G-arte. En-
�n, il existe un dé�nition réursive des variétés quasi-ellulaires de dimension n assoiées aux

n-G-artes [132℄, qui, sans être à première vue équivalente à elle des n-surfaes, semble om-

porter ertaines similitudes. D'autre part, si, omme nous l'avons dit préédemment, un ordre

quelonque ne peut pas être représenté par une arte, la réiproque est elle aussi vraie. En ef-

fet, les artes permettent, ontrairement aux ordres, de représenter des subdivisions omportant

potentiellement de la multi-inidene. La deuxième di�ulté a don onsisté à déterminer la

sous-lasse des artes généralisées exemptes de toute multi-inidene. Nous avons ommené par

nous appuyer sur une aratérisation de telles artes proposée dans [131℄ avant de nous rendre

ompte qu'elle était insu�sante. Nous avons don été amenés à en proposer une nouvelle dont

nous avons prouvé qu'elle était néessaire et su�sante. Les deux derniers obstales renontrés

pour réaliser e lien entre es modèles est venu des deux prinipales di�érenes intervenant dans

la dé�nition des n-surfaes et dans elle des n-G-artes. En premier lieu, les briques de base de

es deux modèles n'ont pas la même signi�ation du point de vue de la subdivision. Dans le

as des ordres, les éléments représentent diretement les ellules de la subdivision, tandis que

les brins des artes sont assoiés à des sous-ensembles bien partiuliers de es ellules. D'autre

part, les strutures mêmes des dé�nitions s'avèrent très di�érentes. Les n-surfaes utilisent une
approhe réursive tandis que les n-G-artes suivent une voie onstrutive. Ces deux problèmes

ont été résolus en utilisant un troisième modèle omme passerelle entre les n-surfaes et les n-G-
artes. La deuxième setion présente ainsi le raisonnement qui a onduit à établir l'équivalene

entre une sous-famille des artes généralisées et les n-surfaes.

La dernière setion dresse le bilan de e travail et en présente quelques perspetives.

4.1 Complexes et ordres

Dans ette setion, nous exposons di�érents liens entre les omplexes et les ordres. Nous

proposons également des nouvelles lasses d'ordres et de omplexes, dé�nies de façon purement

ombinatoires, sur lesquelles il est possible de dé�nir di�érentes onnexité à l'aide de fontions

d'élairage similaires à elles proposées par Dominguez et al. sur les omplexes polyédriques.

Le résultat prinipal, qui garantit la possibilité de dé�nir de telles fontions, s'exprime dans le

théorème 4.25 page 136.
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4.1.1 Liens entre es modèles

Il existe di�érents liens entre omplexes ellulaires abstraits et ordres. Nous formalisons

d'abord e lien dans le as général. Nous dé�nissons préisément des fontions qui permettent de

onstruire un ordre ou son dual à partir d'un omplexe et réiproquement deux omplexes à partir

d'un ordre. Nous nous intéressons ensuite à des lasses de omplexes et d'ordres plus restreintes.

En e�et, la notion de omplexe ellulaire abstrait est, la plupart du temps, trop général pour

pouvoir être exploitée en imagerie numérique. Elle n'exploite pas des propriétés souvent présentes

dans le support des images. Ainsi, en modélisation on utilise des omplexes ellulaires plongeables

dans un espae eulidien, dont font partie les omplexes simpliiaux abstraits. Nous proposons

don d'abord une aratérisation des ordres dont les omplexes assoiés sont des omplexes

simpliiaux abstraits.

D'autre part, les modèles utilisés en analyse sont, quant à eux, souvent onstruits sur des

omplexes polyédriques partiuliers. Cependant, il est irréaliste de tenter de déterminer le sous-

ensemble des ordres dont le omplexe ellulaire assoié est un omplexe polyédrique. L'informa-

tion dont on dispose sur les ordres est en e�et de nature purement ombinatoire et non géomé-

trique. Nous nous ontenterons don de onsidérer une sous-lasse des ordres et des omplexes

ellulaires abstraits possédant une propriété ombinatoire utile pour représenter des images en

analyse. Elle garantit que la onnexité de tout groupe d'éléments de l'image partageant un en-

semble non vide d'éléments intermédiaires "inidents" est aratérisable de manière non ambigüe

par un unique élément intermédiaire. En quelque sorte, la ohésion maximale d'un ensemble

d'éléments de l'image assoiée à une telle struture peut être dé�nie par un ensemble unique

d'éléments intermédiaires. L'utilité de ette propriété est illustrée sur la �gure 4.1 pour un om-

plexe arré. Le omplexe de la �gure 4.1(a) ne satisfait pas les onditions requises. En e�et, les

deux 2-ellules numérotées 1 et 2 possèdent, par exemple, des ellules inidentes ommunes (2
sommets), mais parmi elles, auune n'est plus quali�ée que l'autre pour dérire la liaison de es

deux ellules. Il en déoule une ambiguïté si l'on veut dérire la onnexité de es deux ellules

à l'aide d'un seul élément intermédiaire. Lequel des deux sommets hoisir ? Les �gures 4.1(b) et

4.1() montrent deux exemples (parmi d'autres) d'ensembles de ellules intermédiaires pouvant

être utilisés pour dérire la ohésion maximale de l'ensemble. La �gure 4.1(d) est, au ontraire,

un exemple d'un omplexe possédant de bonnes propriétés. Les deux 2-ellules numérotées 1 et

2 possèdent là aussi des ellules inidentes ommunes (2 sommets et 1 arête), mais maintenant

leur onnexité peut être, sans équivoque, représentée par l'arête. En e�et, elle aratérise om-

plètement la liaison puisque sa l�ture ontient préisément toutes les ellules intermédiaires

entre 1 et 2.

Nous allons don introduire une nouvelle atégorie d'ordres et de omplexes, respetivement

appelés ordres à support et omplexes à support.

1

Complexes et ordres quelonques

Comme nous l'avons dit préédemment, il est possible à partir de tout omplexe de onstruire

un ordre partiulier, que nous appellerons par la suite "ordre assoié à un omplexe ellulaire abs-

trait". Nous formalisons ette onstrution i-dessous, via une appliation, ψC→X , qui onstitue

1

Dans [6, 5℄, es ordres et omplexes étaient quali�és de fortement normaux en référene à des travaux de

Saha et Rosenfeld [170, 171℄ mais il s'est avéré que les deux propriétés n'étaient pas équivalentes d'où le hoix

d'un nouveau terme plus approprié. En e�et, omme nous le verrons ultérieurement, la propriété aratérisant

ette famille d'ordres et de omplexes permet de dé�nir, omme sur les espaes disrets de Dominguez et al. la

notion de support entre éléments de l'image.
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(a) Complexe arré ne permettant pas de

dé�nir la ohésion maximale entre el-

lules de manière non ambigüe.
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(b) Ensemble de ellules intermédiaires

dé�nissant ette ohésion maximale.
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() Autre ensemble de ellules intermé-

diaires dé�nissant aussi ette ohésion

maximale.
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(d) Complexe arré ompatible ave la

dé�nition d'une ohésion maximale.
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(e) Ensemble unique de ellules araté-

risant la ohésion maximale.

Fig. 4.1 � Illustration sur deux omplexes arrés des notions de ohésion maximale.



4.1. COMPLEXES ET ORDRES 115

un isomorphisme entre le omplexe de départ et l'ordre assoié.

Dé�nition 4.1 (Constrution de l'ordre assoié à un omplexe ellulaire abstrait)

L'ordre |X| = (X,α) assoié au omplexe ellulaire abstrait C = (E,<, dim) est dé�ni par

l'appliation ψC→X telle que :

i). ∀e ∈ E, ∃!ψC→X(e) ∈ X (bijetion de E dans X)

ii). ∀(e, e′) ∈ E × E tel que e < e′ or e = e′, ψC→X(e) ∈ α(ψC→X(e′)) (ψC→X morphisme de

(E,<) vers (X,α�))

Dans un ordre ainsi obtenu, les α-terminaux orrespondent à l'ensemble des ellules du

omplexe qui n'ont auune fae dans les dimensions inférieures. Ainsi, l'ensemble des α-terminaux

ontient bien sûr les images des 0-ellules du omplexe mais il omporte aussi les ellules de

dimensions supérieures dont la l�ture ombinatoire strite est vide (f Fig. 4.2).

�
�
�

�
�
�

e6

e2 e0

e3

e1 e4

e5

(a) Complexe ellulaire.

x1

X1

X2

x0

x2 x6

x3

x5x4 X0

(b) Ordre assoié par ψC→X .

Fig. 4.2 � Un omplexe et son ordre assoié.

De la même manière, il est possible d'assoier à un omplexe l'ordre dual de l'ordre préédem-

ment dé�ni. Cette transformation est formalisée par un isomorphisme ψ∗
C→X

entre le omplexe

et l'ordre dual.

Dé�nition 4.2 (Constrution de l'ordre dual assoié à un omplexe ellulaire abs-

trait)

L'ordre |X| = (X,α) assoié au omplexe ellulaire abstrait C = (E,<, dim) est dé�ni par

l'appliation ψ∗
C→X

telle que :

i). ∀e ∈ E, ∃!ψ∗
C→X(e) ∈ X (bijetion de E dans X)

ii). ∀(e, e′) ∈ E × E tel que e < e′ or e = e′, ψC→X(e) ∈ β(ψ∗
C→X(e′)) (ψ∗

C→X morphisme de

(E,<) vers (X,β�))

Dans l'ordre onstruit par ψ∗
C→X

, les α-terminaux orrespondent à l'ensemble des ellules du

omplexe qui ne sont fae d'auune ellule de dimension supérieure (f Fig. 4.3).

La notion de dimension n'est, a priori, pas onservée par ette transformation. Réaliser une

onstrution inverse s'avère plus ompliqué puisque les éléments d'un ordre ne possèdent pas de

dimension expliite. Cependant omme nous l'avons évoqué dans le hapitre 3, il est possible

d'assoier à tout élément d'un ordre CF , deux entiers positifs ou nuls respetivement onnus

sous le nom d'α-rang et de β-rang. On peut onsidérer es deux entiers omme deux notions

impliite de dimension , qu'on nommera α-dimension et β-dimension. Par soui d'homogénéité,

on les notera dimα et dimβ .
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e6

e2 e0

e3

e1 e4

e5

e7

(a) Complexe ellulaire.

x7

x2

x0 X0

X1

X2

x3 x4 x5

x6 x1

(b) Ordre assoié par ψ∗

C→X .

Fig. 4.3 � Un omplexe et son ordre dual assoié.

Sur l'ordre représenté sur la �gure 4.2(b), l'ensemble des éléments de dimα égale

à 0 est l'ensemble {x2, x6, x4, x5}., l'ensemble des éléments de dimα égale à 1 est

{x0, x3} et l'unique élément de dimα égale à 2 est x1. Si on regarde maintenant la

β-dimension : les éléments de x0 et x1 ont pour β-dimension 0, x2, x3, x4 et x5

ont pour β-dimension 1 et x6 a pour β-dimension 2.
Le même raisonnement sur l'ordre de la �gure 4.3(b) donne :

� x0, x6, x1 de dimα 0 ; x2, x3,x4, x5 de dimα 1 ; x7 de dimα 2.
� x2, x4, x5, x7 de dimβ 0 ; x0, x3, x6 de dimβ 1 ; x1 de dimβ 2.

Par la suite, nous appellerons "omplexe ellulaire assoié à un ordre" ou pour simpli�er

"omplexe assoié à un ordre", le omplexe ellulaire onstruit à partir de la dimension dimα

(Fig. 4.4(b)). La onstrution d'un tel omplexe peut s'exprimer de la manière suivante, via un

isomorphisme, ψX→C entre l'ordre et le omplexe assoié :

Dé�nition 4.3 (Constrution du omplexe ellulaire assoié à un ordre) Le omplexe

ellulaire abstrait C = (E,<, dim) assoié à l'ordre CF , |X| = (X,α), est dé�ni par l'appliation
ψX→C telle que :

i). ∀x ∈ X, ∃!ψX→C(x) ∈ E (ψX→C bijetion de X dans E),

ii). ∀(x, x′) ∈ X ×X tel que x′ ∈ α�(x), ψX→C(x′) < ψX→C(x) (ψX→C morphisme de (X,α�)
vers (E,<)),

iii). ∀x ∈ X, dim(ψX→C(x)) = dimα(x)

Dans un tel omplexe, les faes d'une ellule e sont préisément les images par ψX→C des

éléments de l'α-adhérene strite de ψ−1
X→C(e). D'autre part, les ellules de dimension 0 sont

les images des α-terminaux de l'ordre et les ellules de dimension maximale forment un sous-

ensemble des images des β-terminaux. Les autres β-terminaux de l'ordre ont pour image des

ellules dont l'étoile strite est vide, autrement dit qui ne sont fae d'auune ellule de dimension

supérieure.

On souhaite par la suite établir un lien entre les ordres et des omplexes s'inspirant des espaes

disrets de Dominguez. Or, dans es espaes, les spels de l'image sont représentés par les ellules

de dimension maximale du omplexe. D'autre part, du point de vue des ordres, on a l'habitude

d'assoier les spels de l'image à des éléments terminaux de l'ordre. On préférera don utiliser
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(a) Ordre CF .
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(b) Complexe assoié onstruit par

ψX→C .
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e∗3

e∗4e∗0 e∗1

e∗5
e∗8

e∗6

() Complexe dual assoié onstruit par

ψ∗

X→C .

Fig. 4.4 � Un ordre CF ainsi que le omplexe et le omplexe dual assoiés.

le omplexe dual du omplexe préédemment onstruit pour lequel les ellules de dimension

maximale sont préisément les images des α-terminaux de l'ordre. Ce omplexe présente en outre

l'avantage d'être pur. Autrement dit toute ellule est fae d'une ellule de dimension maximale.

Cette propriété onvient tout à fait à l'interprétation que l'on peut avoir des omplexes utilisés

pour représenter des images. Les ellules qui ne sont pas de dimension maximale ne servent qu'à

traduire les onnexions entre spels, autrement dit entre ellules de dimensions maximales. La

présene de ellules pendantes dans le omplexe n'est don d'auun intérêt. La onstrution du

"omplexe ellulaire abstrait dual assoié à un ordre" ou "omplexe dual assoié à un ordre"

(Fig. 4.4()) se traduit formellement de la manière suivante, via l'isomorphisme ψ∗
X→C

.

Dé�nition 4.4 (Constrution du omplexe ellulaire abstrait dual assoié à un ordre)

Le omplexe ellulaire abstrait dual C∗ = (E∗, <∗, dim∗) assoié à l'ordre CF , |X| = (X,α),
est dé�ni par l'appliation ψ∗

X→C telle que

i). ∀x ∈ X, ∃!ψ∗
X→C(x) ∈ E (ψ∗

X→C bijetion de X dans E),

ii). ∀(x, x′) ∈ X×X tels que x′ ∈ β�(x), ψ∗
X→C(x′) < ψ∗

X→C(x) (ψ∗
X→C morphisme de (X,β�)

vers (E∗, <∗)),

iii). ∀x ∈ X, dim(ψ∗
X→C(x)) = dim∗

α(x) ave dim∗
α = maxx∈X{dimα(x)} − dimα.

Le reours au maximum des α-rangs des éléments de X est tout à fait légal. En e�et,

omme l'ordre est loalement �ni, toute haîne de l'ordre, autrement dit tout sous-ensemble

omplètement ordonné, admet un majorant. L'ordre |X| est don indutif et possède ainsi un

élément maximal (lemme de Zorn). Dans e omplexe, les ellules de dimension maximale sont

bien les images par ψ∗
X→C des α-terminaux de l'ordre et les ellules servant à les relier sont les

images des éléments appartenant aux β-adhérenes strites des α-terminaux.
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La shéma i-dessous synthétise les onstrutions préédemment dé�nies.

C |X|

C∗ |X∗|

ψC→X

ψX→C

Dual Dual

ψ ∗
C
→

Xψ ∗
X
→

C

Le omplexe ellulaire abstrait dual d'un ordre (X,α) est la plupart du temps di�érent du

omplexe ellulaire abstrait de l'ordre dual (X,β). En e�et, la fontion de dimension dim∗
α est

généralement di�érente de la fontion dimβ (Fig. 4.5).
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e∗3

Ordre dual

ψX→C

ψ∗
X→C

x0 x1 x2 x3

x4 x5 x6

x9x8x7

e∗0 e∗1e∗4

e∗7 e∗5 e∗8

e∗6

e∗9
e∗2 e∗3

x1

x0

x4 x7

x5

x8

x6

x9

x2 x3
e∗1

e∗0e∗4
e∗7 e∗5 e∗8

e∗6

e∗9

e∗2

Fig. 4.5 � Di�érene entre le omplexe dual assoié à un ordre et le omplexe assoié à l'ordre

dual.

On peut remarquer, en utilisant une notation informelle, qu'un omplexe, C, de dimension n
véri�e ψX→C(ψ−1

X→C(C)) = C (resp. ψ∗
X→C

(ψ∗−1

X→C
(C)) = C) si et seulement si il véri�e la propriété

suivante : toute i-ellule de C (i ∈ {0, · · · , n}) possède au moins une k-fae pour tout k dans

{0, · · · , i− 1} (resp. est fae d'au moins une k-ellule pour tout k dans {i+ 1, · · · , n}). Il existe
alors une relation entre la dimension impliite assoiée à un ordre onstruit sur un tel omplexe

et la dimension expliitement dé�nie sur le omplexe. Pour un ordre onstruit sur un omplexe

C tel que ψX→C(ψ−1
X→C(C)) = C (resp. ψ∗

X→C(ψ∗−1

X→C(C)) = C), la ψC→X -image d'une i-ellule est
un élément de rang i (resp. n− i).

Il existe un lien fort entre les di�érentes notions topologiques dé�nies sur un ordre et elles

dé�nies sur les omplexes assoiés. L'image par ψX→C de l'α-adhérene (strite) d'un sous-

ensemble S d'un ordre est la l�ture ombinatoire (strite) de ψX→C(S). De même, l'image
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par ψ∗
X→C de l'α-adhérene (strite) d'un sous-ensemble S d'un ordre est l'étoile ombinatoire

(strite) de ψ∗
X→C(S). Ces relations sont résumées dans le tableau 4.1. Un exemple de ette

orrespondane apparaît sur la �gure 4.6.

|X| = (X,α) (C,≺, dim) (C∗,≺∗, dim∗)

α�(x) cl(ψX→C(x))\{ψX→C(x)} st(ψ∗
X→C(x))\{ψ∗

X→C(x)}

α(x) cl(ψX→C(x)) st(ψ∗
X→C

(x))

β�(x) st(ψX→C(x))\{ψX→C(x)} cl(ψ∗
X→C(x))\{ψ∗

X→C(x)}

β(x) st(ψX→C(x)) cl(ψ∗
X→C

(x))

Tab. 4.1 � Liens entre les notions dé�nies sur les ordres et sur les omplexes

Cette orrespondane implique que les α-ouverts d'un ordre (f setion 3.1.2 page 93) ont

pour image les ouverts du omplexe assoié et les fermés du omplexe dual assoié (Fig. 4.7)

et les α-fermés ont pour image les fermés du omplexe assoié et les ouverts du omplexe dual

(Fig. 4.8).

Ainsi, si on note OC la topologie lassiquement assoiée à un omplexe C, les applia-

tions ψX→C et ψ∗
X→C

sont des homéomorphismes respetivement de (|X|,Oα) vers (C,OC ) et de
(|X|,Oβ) vers (C∗,OC∗).
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x2 x4 x5
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(a) α-adhérene de x10.

��
��
��

��
��
��

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

�
�
�

�
�
�

e8

e3

e0
e2 e1

e5

e4

e6 e7

(b) l�ture ombinatoire

de ψX→C(x10) = e10.
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() étoile ombinatoire de

ψ∗

X→C(x10) = e∗10.

Fig. 4.6 � Correspondane entre la notion d'α-adhérene et les notions de l�ture et d'étoile

ombinatoires des omplexes assoiés.
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x0 x1

x3x2 x5x4

x6 x7

X0

(a) α-ouvert (= β-fermé) : {x4, x9, x10}.
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(b) Image de {x4, x9, x10}
par ψX→C : {e4, e9, e10}
ouvert.
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() Image de {x4, x9, x10} par

ψ∗

X→C : {e∗4, e
∗

9, e
∗

10} fermé.

Fig. 4.7 � α-ouvert d'un ordre et ses images dans les omplexes assoiés.
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(a) α-fermé ( = β-ouvert): {x0, x1, x3, x4, x8}.

�
�
�

�
�
�

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

��
��
��

��
��
��

e8

e2

e5

e0 e1

e3

e4

e6 e7

(b) Image de

{x0, x1, x3, x4, x8} par

ψX→C : {e0, e1, e3, e4, e8}
fermé.
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() Image de {x0, x1, x3, x4, x8}
par ψ∗

X→C : {e∗0, e
∗

1, e
∗

3, e
∗

4, e
∗

8}
ouvert.

Fig. 4.8 � α-fermé d'un ordre et ses images dans les omplexes assoiés.
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Complexes et ordres simpliiaux

Nous avons déjà vu qu'on assoie lassiquement un omplexe simpliial abstrait à un ordre

(f Déf. 3.3 page 92). Cependant, ette onstrution n'a rien de ommun ave les deux évoquées

i-dessus. La question que nous nous posons ii est un peu di�érente. Nous souhaitons déterminer

les propriétés que doit véri�er un ordre, a�n que le omplexe onstruit à partir de ette ordre à

l'aide de l'appliation ψX→C (resp. ψ∗
X→C) soit un omplexe simpliial abstrait (f Fig. 4.9). Nous

appellerons les ordres véri�ant ette propriété des ordres α-simpliiaux (resp. β-simpliiaux).

Théorème 4.5 (Caratérisation des ordres α-simpliiaux) Un ordre CF est α-simpliial

si et seulement si son α-déomposition est telle que

2

:

∀i ≥ 0,∀x, x′, x 6= x′,∈ Xi, α(x) ∩X0 6= α(x′) ∩X0 (4.1)

∀i ≥ 0,∀x ∈ Xi,∀j ∈ {0, . . . , i}, card(α(x) ∩Xj) = (i+1
j+1) (4.2)

(i.e. deux simplexes di�érents n'ont pas les mêmes sommets et tout i-simplexe possède (i+1
j+1)

j-faes, j ∈ [0, i])

Preuve : Soit un ordre CF , |X| = (X,α).

i). Si |X| est α-simpliial, alors l'équation 4.1 est avérée puisque deux simplexes de

même taille ne peuvent pas partager exatement les mêmes faes. L'équation 4.2 est,

elle-aussi, véri�ée puisque tout i-simplexe du omplexe simpliial possède exatement

(i+1
j+1) j-faes, pour tout j ∈ [0, i].

ii). Maintenant, si |X| véri�e 4.1 et 4.2. Soit C = (E,<, dim), le omplexe ellulaire

abstrait onstruit à partir de |X| par ψX→C. On veut montrer que C est un omplexe

simpliial abstrait (f Def 2.11 page 70). Pour ela, on montre que toute i-ellule
possède (i + 1) sommets et que tous les j-simplexes (j ∈ {0, · · · , i}) que l'on peut

onstruire sur et ensemble de sommets (en tout (i+1
j+1)) appartiennent aussi à C.

Soit x un élément de Xi, i ≥ 0. card(α(x) ∩ X0) = (i+1
1 ) = i + 1, et ψX→C est

un isomorphisme de (X,α�) dans (E,<). Don ψX→C(x) est une i-ellule possédant

exatement (i+ 1) sommets : les (i+ 1) éléments de ψX→C(α(x) ∩X0).

Par dé�nition de ψX→C , l'ensemble des j-faes (j < i) de ψX→C(x) dans C est l'image

par ψX→C de l'ensemble α(x) ∩ Xj . Ainsi par l'équation 4.2, on sait que ψX→C(x)
possède (i+1

j+1) faes. Par transitivité de α, on sait que haune de es j-faes est

onstruite sur le sous-ensemble de (j+1) éléments ontenu dans ψX→C(α(x)∩X0). Or
par l'équation 4.1, on sait que deux telles j-faes ne peuvent pas posséder exatement

les mêmes sommets. Don l'ensemble des j-faes de ψX→C(x) est bien l'ensemble des

(i+1
j+1) j-simplexes onstruits sur ψX→C(α(x) ∩X0).

✷

Nous venons de aratériser les ordres dont le omplexe assoié est un omplexe simpliial

abstrait. De manière symétrique, on peut aussi aratériser les ordres dont le omplexe dual

assoié est un omplexe simpliial abstrait. On les appellera ordres β-simpliiaux (Fig. 4.9(b)).

2(p

k) est le nombre de sous-ensembles non ordonnés à k éléments ontenus dans un ensemble à p éléments
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Théorème 4.6 (Caratérisation des ordres β-simpliiaux) Un ordre CF est β-simpliial

si et seulement si son α-déomposition est telle que :

∀i ≥ 0,∀x, x′ ∈ Xi, α(x) ∩Xn 6= α(x′) ∩Xn (4.3)

∀i ∈ [0, n],∀x ∈ Xi,∀j ∈ {i, . . . , n}, card(β(x) ∩Xj) = (n−i+1
n−j+1) (4.4)

ave n = maxx∈X{dimα(x)}

Preuve : La preuve est similaire à la préédente. ✷

X3

ab ac ad bc bd cd be ce de

db ca e

cdebdebcebcdabc abd acd

abcd bcde

X2

X1

X0

(a) Ordre α-simpliial.

X3

ab ac ad bc bd cd be ce de

db ca e

cdebdebcebcdabc abd acd

abcd bcde X0

X1

X2

(b) Ordre β-simpliial.

Fig. 4.9 � Exemple d'un ordre α-simpliial et de son dual qui est β-simpliial, les étiquettes des

éléments de haun des ordres mettent en évidene leurs propriétés simpliiales.

Complexes et ordres à support

Comme dit préédemment, nous avons introduit es sous-familles de omplexes et d'ordres

pour permettre de dé�nir sans ambiguïté une adjaene maximale unique entre les éléments



4.1. COMPLEXES ET ORDRES 123

de l'image représentée. Nous verrons plus loin que ette notion est au entre des dé�nitions de

onnexité proposées par Dominguez et al. que nous souhaitons transférer sur les ordres. L'idée

sous-tendant le hoix de es sous-familles d'ordres et de omplexes est la suivante : sur une image

assoiée à un tel ordre ou à un tel omplexe, un sous-ensemble d'éléments �te à �te de l'image

sera soit déonneté, soit relié à l'aide d'un élément prinipal et d'un sous-ensemble de ses faes.

Autrement dit pour dé�nir une onnexité maximale sur l'image, on aura besoin de ne retenir

que les éléments prinipaux de tout sous-ensemble d'éléments de l'image.

L'ordre et le omplexe représentés sur la �gure 4.10(a) ne sont pas "à support"

puisque l'adjaene maximale entre les deux éléments de l'image, indiés par 0 et

1, peut indi�éremment s'exprimer en utilisant l'élément indié par 2 ou l'élément

indié par 3. Il existe don deux manières équivalentes de dé�nir ette adjaene

maximale et auun moyen simple de hoisir l'une plut�t que l'autre. Le même pro-

blème se pose sur la �gure 4.10(b). Sur les �gures 4.11(a) et 4.11(b), en revanhe,

il existe un élément intermédiaire prinipal, indié par 4, entre les éléments 0 et

1. On peut ainsi utiliser et élément pour dé�nir une adjaene maximale unique

entre les éléments 0 et 1. De même on hoisira l'élément e∗2 pour exprimer la

onnexité de e∗0 et e∗1 dans les �gures 4.11(), 4.11(d).

Nous allons maintenant dé�nir formellement es deux familles de omplexes et d'ordres. Puis

nous montrerons que le omplexe dual d'un ordre à support est lui aussi "à support".

Dé�nition 4.7 (Complexe à support) Un omplexe C est dit à support lorsque :

i). il est loalement �ni et de dimension �nie n,

ii). pour toute ellule e de C, l'ensemble des ellules maximales

3

ontenant e dans leur l�ture
ombinatoire est �ni

stmax(e,C) = {e′ ∈ st(e,C), st(e′, C)\{e′} = ∅} fini

iii). l'intersetion des l�tures ombinatoires des ellules de stmax(e,C) est soit vide, soit la

l�ture ombinatoire d'une ellule de C :

∀e ∈ C,
⋂

f∈stmax(e,C)

cl(f) = ∅ ou cl(e′) avec e′ ∈ C

Dé�nition 4.8 (Ordre à support) Un ordre est dit à support lorsqu'il est CF et que l'inter-

setion des β-adhérenes des éléments de tout sous-ensemble de X0 est soit vide, soit égale à la

β-adhérene d'un élément x de X.

∀Y ⊂ X0,
⋂

y∈Y

β(y) = ∅ ou ∃!x ∈ X,
⋂

y∈Y

β(y) = β(x)

Nous souhaitons montrer que le omplexe dual d'un ordre à support est lui aussi à support.

Comme un omplexe dual assoié à un ordre est pur par onstrution, nous ommençons par

donner une aratérisation plus simple des omplexes à support purs. Cette aratérisation se

déduit immédiatement de la dé�nition de omplexe à support en traduisant tout simplement le

fait que l'ensemble des ellules maximales appartenant à l'étoile d'un élément est préisément

dans le as d'un n-omplexe pur l'ensemble des n-ellules de ette étoile.

3

Une ellule est dite maximale dans un omplexe si elle n'est fae d'auune autre ellule du omplexe
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x2

e∗5 e∗3

e∗1e∗0

e∗2 e∗4
x0

x1

x3

x5x4

(a) On peut passer indi�éremment par l'élément

indié 4 ou 5 pour relier les éléments indiés par

0 et 1.

x9

e∗0 e∗1

e∗4
e∗8

e∗9

e∗2

e∗5

e∗3

e∗6

e∗7

x4x3

x1x0

x2 x5

x6 x7 x8

(b) On peut passer indi�éremment par l'élément indié 2,
3, 4 ou 5 pour relier les éléments indiés par 0 et 1.

Fig. 4.10 � Exemples d'ordres et de omplexes qui ne sont pas "à support".

���
���
���
���

���
���
���
���

��
��
��

��
��
��

x6 e∗3
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e∗2 e∗5

e∗6

e∗4

x0
x1

x3x2 x4

x5

(a) L'élément indié par 4 permet de

dé�nir sans ambiguïté la onnexité

maximale entre les éléments indiés

par 0 et 1.
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x4 e∗3

e∗1e∗0

e∗2 e∗4

x0 x1

x3x2

(b) L'élément indié par 4 per-

met de dé�nir sans ambiguïté

la onnexité maximale entre les

éléments indiés par 0 et 1.

x2 e∗0 e∗1

e∗2
e∗3

e∗4

x0 x1

x3 x4

() L'élément indié par 2 per-

met de dé�nir sans ambiguïté

la onnexité maximale entre les

éléments indiés par 0 et 1.

x10

e∗0 e∗1

e∗10

e∗3

e∗6

e∗9
e∗5

e∗4

e∗8

e∗7
e∗2

x5

x0 x1

x2

x3 x4 x6

x7 x8 x9

(d) L'élément indié par 2 permet de

dé�nir sans ambiguïté la onnexité

maximale entre les éléments indiés

par 0 et 1.

Fig. 4.11 � Exemples d'ordres et de omplexes "à support".
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Lemme 4.9 Un n-omplexe pur, C, est un omplexe à support si et seulement si pour toute

ellule e ∈ C, l'ensemble stn(e,C) est �ni et si l'intersetion des l�tures ombinatoires de ses

éléments est la l�ture ombinatoire d'une ellule de C.

Nous utilisons ette aratérisation pour montrer le théorème suivant :

Théorème 4.10 (Ordre à support et omplexe dual assoié) Le omplexe ellulaire dual

assoié à un ordre à support est un omplexe à support

Preuve : Soit |X| = (X,α) un ordre à support et C∗ = (E∗, <∗) son omplexe dual assoié par

ψ∗
X→C .

|X| est CF , et ψ∗
X→C est un isomorphisme entre (X,α�) et (E∗, <∗), don l'étoile de toute

ellule de E est �nie.

Pour toute ellule e de C∗
, ψ∗−1

X→C
(e) appartient à X. Or |X| est un ordre à support don

� soit

⋂
x0∈α(ψ∗−1

X→C
(e))∩X0

{β(x0)} = ∅,
� soit il existe un unique x′ dans X tel que β(x′) =

⋂
x0∈α(ψ∗−1

X→C
(e))∩X0

{β(x0)}.
Du point de vue de C∗

, en utilisant les orrespondanes résumées dans les tableau 4.1, on

a don :

� soit

⋂
en∈st(e,C∗)∩ψ∗

X→C
(X0){cl(en)} = ∅,

� soit il existe e′ = ψ∗
X→C

(x′) dans C tel que cl(e′) =
⋂
en∈st(e,C∗)∩ψ∗

X→C
(X0){cl(en)}.

Or, par onstrution, C∗
est pur don par le Lemme 4.9, ette propriété su�t à dire que

C∗
est un omplexe à support. ✷

4.1.2 Connexité de spels

Nous ommençons par montrer que tous les éléments d'un ordre ne sont pas néessaires

pour y dé�nir une onnexité maximale de spels. Puis nous montrons omment il est possible

de dé�nir diverses onnexités entre spels sur les ordres à support en y étendant la notion de

fontion d'élairage proposée par Dominguez et al..

Connexité maximale sur les ordres

Comme dit préédemment, l'approhe fondée sur les ordres assoie les α-terminaux aux

spels de l'image, les autres éléments de l'ordre expliitant les liens entre spels. Extraire de es

éléments intermédiaires les éléments néessaires pour dé�nir une onnexité entre spels repose

sur des observations loales. Nous nous intéressons don plus partiulièrement à l'α-proximité

(f Def. 3.2 page 91) de haque élément de l'ordre. L'α-proximité d'un élément x d'un ordre |X|
ontient préisément le sous-ensemble d'éléments de X reliés à x par une unique α-haîne de

longueur 1. La représentation des ordres par un graphe aylique orienté met en évidene les

éléments de l'α-proximité d'un élément x puisqu'ils sont représentés par les �ls direts du n÷ud

assoié à x.

Sur la �gure 4.12(a) page 127, on peut voir, par exemple, que l'α-proximité de x2

ontient seulement x0. Celle de x8 est, quant à elle, omposée de x0 et x3.

L'α-adhérene strite d'un élément x peut s'exprimer réursivement en utilisant les α-adhérenes
des éléments de l'α-proximité de x.
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Lemme 4.11 (Expression réursive de l'α-adhérene strite)

α�(x) =
⋃

xi∈α•(x)

({xi} ∪ α�(xi)).

Preuve : La preuve se fait en deux temps :

� α est transitive don pour tout i tel que xi ∈ α•(x) ⊆ α�(x), α(xi) ⊆ α�(x), i.e.

⋃

xi∈α•(x)

α(xi) ⊆ α�(x).

� Soit x′ ∈ α(x). L�ordre est loalement �ni, don il existe un ensemble �ni d'α-haînes
�nies entre x et x′. Si et ensemble ontient une seule α-haîne de longueur 1, alors
x′ ∈ α•(x). Sinon, soit l une des plus longues haînes entre x et x′, et x1 le premier

suesseur de x dans l, on a x′ ∈ α(x1). Si x1 6∈ α•(x), alors il existe une α-haîne l′

entre x et x1 dont la longueur est plus grande que 1. Soit l” l'α-haîne entre x1 et x′

déduite de l (i.e. l privé de x). L'α-haîne l′ ∪ l” relie x à x′ et est plus longue que l, e
qui est en ontradition ave l'hypothèse de départ. Don x1 appartient à α•(x).

∀x′ ∈ α�(x),∃xi ∈ α•(x) / x′ ∈ α(xi)

i.e. α�(x) ⊆
⋃

xi∈α•(x)

α(xi).

✷

L'image de α•(x) par ψX→C est le plus petit sous-ensemble de la l�ture ombinatoire strite

de ψX→C(x) dont la l�ture ombinatoire est égale à la l�ture ombinatoire strite de ψX→C(x).
Autrement dit, il s'agit du plus petit sous-ensemble de ellules qui permet de déterminer de

manière unique la l�ture ombinatoire strite de ψX→C(x) (f Fig. 4.12(b)). Symétriquement,

l'image de α•(x) par ψ∗
X→C est le plus petit sous-ensemble de l'étoile strite de ψ∗

X→C(x) dont

l'étoile est égale à l'étoile de ψ∗(x). Autrement dit, il s'agit du plus petit sous-ensemble de

ellules qui permet de déterminer de manière unique l'étoile ombinatoire strite de ψ∗
X→C(x) (f

Fig. 4.12()).

Sur la �gure 4.12(b), la l�ture ombinatoire de l'ensemble de ellules {e0, e3} est
l'ensemble {e0, e3, e1} qui est préisément la l�ture ombinatoire strite de e8.
Sur la �gure 4.12(), l'étoile ombinatoire de l'ensemble de ellules {e∗0, e∗3} est

l'ensemble {e∗0, e∗3, e∗1} qui est préisément l'étoile ombinatoire strite de e∗8.

Nous avons rappelé dans le hapitre 3 que les éléments d'un ordre pouvaient être séparés en

deux atégories : les α-libres (dont les α-unipolaires) et les α-liens (Def. 3.7 page 94).

Pour failiter l'ériture des lemmes et des démonstrations, nous appellerons, par la suite,

point 0-α-libre un point α-unipolaire et point k-α-libre un point α-unipolaire dans le sous-ordre
obtenu par destrution des points j-α-libres pour j ∈ {0, · · · , k − 1}. Par dé�nition, pour tout
point α-libre, il existe un k tel que le point soit k-α-libre. Symétriquement, nous appellerons

k-α-lien un élément de l'ordre qui n'est j-α-libre pour auun j ≤ k.
Le théorème 3.8 page 94 dit que tout sous-ordre d'un ordre onnexe, obtenu par suppression

de points unipolaires et libres, reste onnexe. Plus préisément, nous allons montrer que la
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(a) α-proximité de x6 : {x0, x3}.
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() Image de l'α-proximité de x6

par ψ∗

X→C : {e∗0, e
∗

3}.

Fig. 4.12 � Images de la notion de proximité sur un ordre par ψX→C et ψ∗
X→C

.

suppression de tels éléments ne déonnete pas tout ouple de points α-terminaux appartenant

à leur α-adhérene.

Les lemmes suivants visent à démontrer que l'inidene d'un élément libre d'un ordre est

aratérisée essentiellement par un lien assoié. Cette propriété peut s'exprimer de la manière

suivante :

Propriété 4.12 Tout élément α-libre d'un ordre ontient dans son α-adhérene un seul α-lien
dominant (au sens où s'il existe d'autres α-liens dans ette α-adhérene, ils sont dans l'α-
adhérene du premier lien)

Cette propriété est prouvée par les lemmes 4.13 à 4.15.

Nous montrons d'abord omment il est possible de déomposer l'α-adhérene d'un élément

α-unipolaire (Lemme 4.13) puis d'un élément α-libre (Lemme 4.14).

Lemme 4.13 Soit |X| un ordre CF . L'α-adhérene strite de tout élément α-unipolaire de |X|
peut être déomposée en l'union de l'α-adhérene d'un élément qui n'est pas α-unipolaire et d'un

ensemble éventuellement vide d'éléments α-unipolaires.

Preuve : Soit x un élément α-unipolaire de |X| = (X,α), alors ∃!x1, α
•(x) = {x1} et α�(x) =

α(x1) (par le lemme 4.11) .

Si x1 n'est pas α-unipolaire, le lemme est bien véri�é.

Sinon omme x1 est α-unipolaire, ∃!x2, α
•(x1) = {x2} et α�(x1) = α(x2). Ainsi, α

�(x) =
{x1} ∪ α(x2). Si x2 n'est pas unipolaire, le lemme est véri�é, sinon on itère le proes-
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sus. Comme l'ordre est CF , tout élément ontient au moins un α-terminal dans son α-
adhérene et ette α-adhérene est �nie. Il existe alors un ensemble �ni {xj}j=1..p de points

α-unipolaires et un élément x′ non α-unipolaire tel que

α�(x) =
⋃

j∈{1,...,p}

{xj} ∪ α(x′)

✷

y3

x

x1

y0 y1 y2

y4

(a) α•(x) ontient un élément

non α-unipolaire.

y3

xp

.

.

.

x1

x

y0 y1 y2

y4

(b) α•(x) ontient un élément

α-unipolaire et le premier élé-

ment non α-unipolaire dans

son α-adhérene n'est pas un

α-terminal.

xp

.

.

.

x1

x

() α•(x) ontient un élément

α-unipolaire et le premier élé-

ment non α-unipolaire dans

son α-adhérene est un α-

terminal.

Fig. 4.13 � Con�gurations possible pour la déomposition de l'α-adhérene d'un point α-
unipolaire x.

Ce lemme se généralise pour fournir une déomposition de l'α-adhérene d'un élément α-libre.

Lemme 4.14 Soit |X| un ordre CF . L'α-adhérene strite de tout élément k-α-libre de |X|
peut être déomposée en l'union de l'α-adhérene d'un k-α-lien et d'un ensemble éventuellement

vide d'éléments j-α-libres pour j ∈ {0, · · · , k}.

La �gure 4.14 illustre e lemme.

Preuve : La preuve se fait par réurrene :

i). Si x est un élément 0-α-libre, autrement dit α-unipolaire de |X|, le lemme 4.13 permet

diretement de onlure.

ii). Supposons le lemme vrai pour tout élément q-α-libre ave l ∈ {0, · · · , p−1}. Soit xp un
élément p-α-libre. On appelle |Yp| le sous-ordre de |X| obtenu après avoir retiré tous

les éléments q-α-libres pour q ∈ {0, · · · , p−1} de |X|. Par dé�nition, xp est unipolaire
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pour la restrition de α à Yp : α|Yp
. Par le lemme 4.13, la strite α|Yp

-adhérene de

xp peut don se déomposer omme suit :

α�

|Yp
(xp) =

⋃

j

{xpj} ∪ α|Yp
{x′p} (4.5)

où les xpj sont des éléments α|Yp
-unipolaires (autrement dit des éléments p-α-libres

dans |X|) et où x′p n'est pas α|Yp
-unipolaire (autrement dit x′p est un p-α-lien).

Nous allons maintenant exprimer l'α-adhérene strite de xp dans X. A ette �n,

nous regardons d'abord son α-proximité. Comme xp n'est pas α-unipolaire, elle doit

ontenir au moins deux éléments. Et, omme xp est p-α-libre, il ne peut y avoir, parmi

es "α-adhérents", au plus qu'un seul (p − 1)-α-lien. Don l'α-proximité de xp dans

X ontient un ensemble non vide de points q-α-libres pour q ∈ {0, · · · , p − 1} et au
plus un (p− 1)-α-lien.

α•(xp) =
⋃

q∈{0,···,p−1},k

{xqk}

ou

α•(xp) =
⋃

q∈{0,···,p−1},k

{xqk} ∪ {y}

ave ∀q ∈ {0, · · · , p− 1}, xqk q-α-libre et y (p− 1)-α-lien.

La propriété 4.11 nous indique que l'α-adhérene strite d'un élément de l'ordre est

égale à l'union des α-adhérenes des éléments de son α-proximité. Or l'hypothèse

de réurrene nous permet de déomposer l'α-adhérene strite de tout élément q-
α-libre, q ∈ {0, · · · , p − 1} en l'union d'un ensemble d'éléments r-α-libres (r < q) et
de l'α-adhérene d'un q-α-lien. De plus, si e q-α-lien est s-α-libre pour un s dans

{j + 1, · · · , p − 1}, son α-adhérene peut aussi se déomposer de la même manière.

En itérant e proessus tant que l'hypothèse de réurrene le permet, on peut dire

que l'α-adhérene d'un élément q-α-libre (q ∈ {0, · · · , p− 1}) est égale à l'union d'un

ensemble d'éléments r-α-libres (r ∈ {0, . . . , p− 1}) et de l'α-adhérene d'un (p− 1)-
α-lien.

α�(xqk) =
⋃

r∈{0,···,p−1},j

{xrj} ∪ α(yq,k)

ave ∀r ∈ {0, · · · , p−1}, xij r-α-libre et yp,r non r-α-libre pour tout r ∈ {0, · · · , p−1}.
Ainsi par la propriété 4.11, on peut déomposer l'α-adhérene strite de xp en l'union

d'un ensemble de points r-α-libres pour r ∈ {0, · · · , p − 1} et des α-adhérenes de

(p − 1)-α-liens.

α�(xp) =
⋃

r∈{0,···,p−1},j

{xrj} ∪
⋃

l

α(yl) (4.6)

ave ∀r ∈ {0, · · · , p − 1}, xrj r-α-libre et ∀l, yl (p− 1)-α-lien.
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∀l, yl ∈ Yp ∩ α�(xp) = α�

|Yp
(xp). En outre, les xrj sont r-α-libres et par dé�nition

de Yp ne lui appartiennent pas. On a don, α�

|Yp
(xp) =

⋃
l∈Np

α(yl), et l'équation 4.6

devient :

α�(xp) =
⋃

r∈{0,···,p−1},j

{xrj} ∪ α�

|Yp
(xp) (4.7)

=
Eq.4.5

⋃

r∈{0,···,p−1},j

{xrj}
⋃

i

{xpi } ∪ α|Yp
{x′p} (4.8)

L'équation 4.8 est bien de la forme souhaitée : l'α-adhérene strite de xp est onsti-
tuée d'un ensemble d'éléments i-α-libres pour i ∈ {0, · · · , p} et de l'α-adhérene d'un
p-α-lien.

✷

On peut alors déduire la forme générale de l'α-adhérene strite d'un élément α-libre dans

un ordre CF .

Lemme 4.15 Soit |X| un ordre CF . L'α-adhérene strite de tout élément α-unipolaire ou

α-libre de |X| peut être déomposée en l'union de l'α-adhérene d'un α-lien et d'un ensemble

éventuellement vide d'éléments α-unipolaires et α-libres.

Preuve : L'ordre étant CF , il existe un entier k tel que tout point α-unipolaire ou α-libre de

l'ordre est j-α-libre pour un j ≤ k. Soit x un point j-α-libre, son α-adhérene strite peut se
déomposer en l'union de l'α-adhérene d'un j-α-lien et d'un ensemble de points i-α-libres
pour i ∈ {0, · · · , j}. Si le j-α-lien est lui même l-α-libre pour un l > j, son α-adhérene
peut à son tour se déomposer de la même manière. Comme l'ensemble des entiers {pi} tel
qu'il existe un élément de l'ordre pi-α-libre est borné par k, on peut exéuter ette déom-

position réursive un nombre �ni de fois. Le proessus s'arrête alors lorsque l'α-adhérene
strite de x est égale à l'union de l'α-adhérene d'un k-α-lien, autrement dit d'un α-lien,
et d'un ensemble �ni d'éléments pi-α-libre pour des pi dans {0, · · · , k}, autrement dit un

ensemble d'éléments α-unipolaires et α-libres. ✷

Le lemme qui suit indique que l'enlèvement d'un point α-libre ne déonnete pas deux points
α-terminaux.

Lemme 4.16 Soit |X| un ordre CF . Si x ∈ X est α-unipolaire ou α-libre alors il existe un

α-lien, x′ ∈ α�(x), tel que α(x) ∩X0 = α(x′) ∩X0

Preuve : Soit un élément x, α-unipolaire ou α-libre, dans un ordre CF , |X|. Du lemme 4.15, on

déduit que l'α-adhérene de x est égale à l'union d'un ensemble d'éléments α-unipolaires
et α-libres et de l'α-adhérene d'un α-lien x′. Comme les α-terminaux ne peuvent pas être

α-unipolaires ou α-libres, les α-terminaux de α(x) sont les mêmes que eux ontenus dans

α(x′). ✷
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x5

x0 x1

x3 x4

x2

(a) x3 et x4 sont α-unipolaires, x5 est 1-α-
libre et son α-adhérene strite est égale à

{x3} ∪ {x4} ∪ α(x2) ave x2 un α-lien.

x5

x0 x1

x3 x4

x2

x6

x7

(b) x3, x4 et x6 sont α-unipolaires, x5 et x7

sont 1-α-libres et l'α-adhérene de x7 est

égale à {x3} ∪ {x4} ∪ {x6} ∪ {x5} ∪ α(x2)
ave x2 un α-lien.

x3

x0 x1

x4

x6

x5

x2

() x2, x3 et x5 sont α-unipolaires, x6 est

1-α-libre et l'α-adhérene de x6 est égale

à {x5} ∪ α(x4) ave x4 un α-lien.

Fig. 4.14 � Exemples d'α-adhérenes de points α-libres. Elles sont déomposables en un ensemble

de points α-libres et l'α-adhérene d'un α-lien. Sur es trois exemples, si on enlève les points

α-libres il reste toujours un élément pour onneter les α-terminaux présents dans haune des

α-adhérenes.

Ce lemme est illustré par la �gure 4.14 : les deux α-terminaux x0 et x1, apparte-

nant à l'α-adhérene de x5 (Fig. 4.14(a)), x7 (Fig. 4.14(b)), x6 (Fig. 4.14()), sont

les α-terminaux d'un α-lien de leurs adhérenes respetives : x2 (Fig. 4.14(a)), x2

(Fig. 4.14(b)), x4 (Fig. 4.14())

Ce dernier lemme prouve que les points α-libres d'un ordre ne sont pas indispensables pour

dé�nir la onnexité entre les points α-terminaux. La onnexité de es éléments peut en e�et

s'exprimer à l'aide des seuls α-liens. Autrement dit, l'expression d'une onnexité maximale entre

spels ne requiert que la présene des α-liens.
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Propriétés des omplexes à support

On souhaiterait pouvoir dé�nir di�érents types de onnexités sur un ordre. Dans le adre des

omplexes polyédriques ont été proposées les fontions d'élairage qui permettent par exemple

de dé�nir les lassiques paires d'adjaenes sur des omplexes ubiques en 2 et 3 dimensions

[12℄. La dé�nition de telles fontions est tributaire de l'existene pour tout ensemble de ellules

maximales, appelé objet, d'un sous-ensemble de ellules appelé support de l'objet. Un exemple

apparaît sur la �gure 4.15(a).

Dé�nition 4.17 (Support d'un objet) Soit C un omplexe loalement �ni, et O un sous-

ensembles des n-ellules de C, celln(C). On appelle support de O l'ensemble :

supp(O) = {e ∈ C, cl(e) =
⋂
{cl(en), en ∈ stn(e, cl(O))}

Nous allons tout d'abord montrer à travers les lemmes qui suivent que l'α-noyau d'un ordre

orrespond préisément au support des n-ellules du omplexe dual assoié. Nous verrons ensuite

omment déduire de ette équivalene une dé�nition de fontions d'élairage sur les ordres à

support.

Le premier lemme exprime juste le fait que l'appartenane d'une ellule au support de l'en-

semble des n-ellules d'un omplexe à support est une propriété loale. Il est illustré sur la �gure

4.15.

Lemme 4.18 Soit C un omplexe pur à support et e une ellule de C. Les deux propositions

suivantes sont équivalentes :

i). e ∈ supp(celln(C))

ii). e ∈ supp(stn(e,C))

Preuve : Ce lemme déoule diretement de la dé�nition de la notion de support ar

stn(e, cl(stn(e,C))) = stn(e, cl(celln(C))).

✷

Le lemme i-dessous montre qu'on peut faire orrespondre à toute ellule non essentielle d'un

omplexe à support un unique élément du support des ellules maximales du omplexe.

Sur la �gure 4.15(a) page 133, on peut véri�er que toute ellule n'appartenant pas

au support est fae d'exatement un élément du support possédant les mêmes n-
ellules dans son étoile ombinatoire. Ainsi une arête n'appartenant pas au support

est fae d'exatement une 2-ellule, et un sommet extérieur au support est soit fae

d'une arête du support, soit d'une 2-ellule.

Lemme 4.19 Soit C un omplexe à support de dimension n. Toute ellule de C qui n'appartient

pas à supp(celln(C)) est fae d'exatement une ellule de supp(celln(C)) telle que leurs étoiles

ombinatoires ontiennent préisément les mêmes n-ellules de celln(C).

∀e 6∈ supp(celln(C)),∃!e′ ∈ supp(celln(C)) telle que e < e′, stn(e,C) = stn(e
′, C)
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A E

F

B C

D

G

(a) Support des 2-ellules
A,B,C,D,E,F ,G matérialisé en gris.

F

D

(b) L'arête entre D et F qui appar-

tient au support de l'ensemble de ellules

A,B,C,D,E,F ,G est aussi un élément du

support de l'objet {D,F} qui est préisé-

ment l'ensemble des n-ellules de l'étoile

de ette arête dans le omplexe.

Fig. 4.15 � Support d'un ensemble de 2-ellules et illustration du aratère loal de l'apparte-

nane d'une ellule au support d'un objet.

Preuve : Soit e une ellule d'un omplexe à support C n'appartenant pas à supp(celln(C)).
Comme le omplexe est à support, il existe une unique k-ellule, e′ telle que cl(e′) =⋂{cl(en), en ∈ stn(e,C)}.
Si e′ était une fae de e alors on aurait cl(e′) ⊆ cl(e) et omme cl(e) ⊆ ⋂{cl(en), en ∈
stn(e,C)}. On aurait forément cl(e′) = cl(e) et don e′ = e. Une telle on�guration n'est

pas possible, sinon e appartiendrait au support de celln(C).

Don e est une fae propre de e′.

Et e′ est bien un élément du support de celln(C). En e�et, e < e′ entraîne stn(e
′, C) ⊆

stn(e,C). Et cl(e′) =
⋂{cl(en), en ∈ stn(e,C)} implique e′ ∈ cl(en) pour tout en dans

stn(e,C), autrement dit stn(e,C) ⊆ stn(e′, C). D'où �nalement stn(e,C) = stn(e
′, C).

✷

Le lemme suivant s'intéresse à la onstitution de l'étoile des éléments n'appartenant pas au

support de l'ensemble des n-ellules d'un omplexe C.

Lemme 4.20 Soit C un omplexe à support de dimension n. L'étoile strite de toute ellule

de C qui n'appartient pas à supp(celln(C)) est omposée d'un ensemble éventuellement vide de

ellules n'appartenant pas à supp(celln(C)) et de l'étoile d'un élément de supp(celln(C)).

Preuve : Soit e une ellule d'un omplexe à support C n'appartenant pas à supp(celln(C)).
D'après le lemme 4.19, il existe une unique ellule, es, de supp(celln(C)) telle que e < es
et stn(e,C) = stn(es, C). Bien évidemment st(es) ⊂ st(e). Nous allons montrer que tout

élément de l'étoile de e′ qui appartient au support de celln(C) appartient forément à

l'étoile de es.
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Soit e′ ∈ st(e). stn(e
′) ⊆ stn(e,C) = stn(es, C). Si e′ ∈ supp(celln(C)), alors cl(e′) =⋂{cl(en), en ∈ stn(e

′, C)} ⊆ ⋂{cl(en), en ∈ stn(es, C)} = cl(es). D'où es < e′ et e′ ∈
st(es).

Ainsi, l'étoile de e est bien omposée d'un ensemble éventuellement vide d'élément n'ap-

partenant pas au support de celln(C) et de l'étoile d'un élément du support de celln(C). ✷

Par la suite, on appelle fae prohe d'une ellule e, une ellule e′ telle que e′ < e et qu'il

n'y ait pas de ellules intermédiaires entre e et e′. Formellement, il s'agit d'une fae propre telle

que cl(e)\{e} ∩ st(e′)\{e′} = ∅. Cette notion est le pendant de la notion d'α-proximité sur les

ordres : l'image par ψ∗
X→C de l'α-proximité d'un élément x d'un ordre est exatement l'ensemble

des éléments de l'étoile de ψ∗
X→C

(x) dont il est une fae prohe.

On dé�nit maintenant la notion de ellule non essentielle d'un omplexe. Et on montre que

l'image d'une telle ellule par ψ−1
X→C est un élément α-unipolaire ou α-libre.

Dé�nition 4.21 (ellule non essentielle) Soit C un omplexe à support de dimension n. Une
ellule C est appelée ellule non essentielle de rang 0 lorsqu'elle est fae prohe d'une seule ellule

de supp(celln(C)) et ellule non essentielle de rang k lorsqu'elle est fae prohe d'une seule ellule

de supp(celln(C)) dans un omplexe déduit de C par enlèvement de ellules non essentielles de

rang j, j ∈ {0, · · · , k − 1}.
Une ellule de C pour laquelle il existe un entier k tel qu'elle soit non essentielle de rang k

est dite ellule non essentielle.

Sur la �gure 4.16(a), le support des 2-ellules e∗0 et e∗1 est l'ensemble {e∗0, e∗1, e∗2}.
Les ellules e∗3, e

∗
4, e

∗
5 et e∗6 n'appartiennent pas au support mais sont toutes fae

prohe de e∗2. Elles sont don non essentielles de rang 0. Les faes e∗7, e
∗
8, e

∗
9 et

e∗10 ne sont pas non plus des éléments du support. Et dans le omplexe déduit

de 4.16(a) en �tant e∗3, e
∗
4, e

∗
5 et e∗6, représenté sur la �gure 4.16(b), les ellules

e∗7, e
∗
8, e

∗
9 et e∗10 sont faes prohes d'un élément du support. Elles sont don non

essentielles de rang 1 dans le omplexe 4.16(a).

e∗2e∗0 e∗1

e∗10

e∗3

e∗6

e∗9
e∗5

e∗4

e∗8

e∗7

(a) e∗3, e
∗

4, e
∗

5 et e∗6 sont des ellules non

essentielles de rang 0.

e∗7
e∗2e∗0 e∗1

e∗10

e∗9

e∗8

(b) e∗7, e
∗

8, e
∗

9 et e∗10 sont des ellules non

essentielles de rang 0 dans le omplexe

obtenu après enlèvement de e∗3, e
∗

4, e
∗

5 et

e∗6.

Fig. 4.16 � Exemple de ellules non essentielles de rang 0 (e∗3, e
∗
4, e

∗
5 et e∗6) et de rang 1 (e∗7, e

∗
8,

e∗9 et e∗10).
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Correspondane des notions de noyau d'un ordre à support et de support d'un

omplexe à support

Le lemme i-dessous montre que les images des éléments α-libres d'un ordre dans le omplexe

dual sont des ellules n'appartenant pas au support des n-ellules du omplexe (Fig. 4.17).

Lemme 4.22 Soit |X| un ordre à support et C∗
son omplexe dual. Si x est α-unipolaire ou

α-libre, alors ψ∗
X→C

(x) 6∈ supp(celln(C∗)).

Preuve : Soit |X| un ordre à support et x un élément α-unipolaire ou α-libre de |X|. D'après
le lemme 4.16, il existe un α-lien x′ ∈ α�(x) tel que α(x′) ∩X0 = α(x) ∩X0 = S0.

∀yi ∈ S0, x ∈ β(yi) et x′ ∈ β(yi), autrement dit {x, x′} ⊆ ⋂{β(yi), yi ∈ S0}. Ainsi,
{ψ∗

X→C
(x), ψ∗

X→C
(x′)} ⊆ ⋂{cl(ei), ei ∈ ψ∗

X→C
(S0)} et ψ∗

X→C
(x) est une fae propre de

ψ∗
X→C

(x′). Don cl(ψ∗
X→C

(x)) 6= ⋂{cl(ei), ei ∈ ψ∗
X→C

(S0)}, i.e. ψ∗
X→C

(x) n'appartient pas à
supp(ψ∗

X→C
(S0)). Et par le lemme 4.18, ψ∗

X→C
(x) n'appartient ainsi pas à supp(celln(C

∗))
✷

x10

x5

x0 x1

x2

x3 x4 x6

x7 x8 x9

(a) Les éléments x3, x4, x5, x6 sont α-

unipolaires, les éléments x7, x8, x9 et x10

sont α-libres et x2 est un α-lien.

e∗2e∗0 e∗1

e∗10

e∗3

e∗6

e∗9
e∗5

e∗4

e∗8

e∗7

(b) Seule la ellule e∗2 image de x2 par

ψ∗

X→C appartient au support de e∗0 et e∗1.

Fig. 4.17 � Seules les ellules qui sont images par ψ∗
X→C

d'éléments non α-unipolaires ou non

α-libres de l'ordre peuvent appartenir au support de l'ensemble des n-ellules du omplexe.

Réiproquement, le lemme suivant montre qu'une ellule non essentielle d'un omplexe as-

soié à un ordre est l'image d'un élément α-libre de l'ordre.

Lemme 4.23 Soit |X| = (X,α) un ordre à support et C∗
son omplexe dual assoié. Si e est une

ellule non essentielle de C∗
, alors ψ∗−1

X→C
(e) est un élément α-unipolaire ou α-libre de l'ordre.

Preuve : Si e est un élément non essentiel de rang 0 alors il n'est fae prohe d'auune ellule

hors du support et il est fae prohe d'une unique ellule du support. Autrement dit,

α•(ψ∗−1

X→C
(e)) ne ontient qu'un élément et ψ∗−1

X→C
(e) est α-unipolaire.

On suppose que pour tout k stritement inférieur à un p donné, tout point non essentiel

de rang k, ek, est tel que ψ
∗−1

X→C(ek) α-libre dans |X|. Soit ep un élément non essentiel de

rang p. ep est non essentiel de rang 0 dans le omplexe déduit de C∗
par enlèvement de
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points non essentiels de rang k, k ∈ {0, · · · , p− 1}. Autrement dit, en transposant sur |X|,
ψ∗−1

X→C(ep) est α|X′
-unipolaire ave |X ′| déduit de |X| par enlèvement de points α-libres.

Don ψ∗−1

X→C(ep) est bien lui aussi α-libre. ✷

On peut noter que l'image par ψ∗−1

X→C d'une ellule non essentielle de rang k est j-α-libre pour
un j ≤ k.

Le lemme i-dessous permet d'obtenir une aratérisation réursive des ellules n'apparte-

nant pas au support de l'ensemble des n-ellules d'un omplexe, en montrant que les ellules

n'appartenant pas à e support sont des ellules non essentielles du omplexe.

Lemme 4.24 Soit C un omplexe à support de dimension n. Les ellules n'appartenant pas au
support de celln(C) sont des ellules non essentielles du omplexe.

Preuve : Soit e une ellule n'appartenant pas à supp(celln(C)). D'après le lemme 4.20, il existe

une unique ellule es ∈ supp(celln(C)) telle que st(e)\{e} est égale à l'union de st(es) et
d'un ensemble éventuellement �ni d'éléments n'appartenant pas à supp(celln(C)).

Soit k le nombre maximal de ellules intermédiaires onséutives entre e et un élément du

support. Ce nombre existe puisque C est loalement �ni. On va montrer par réurrene

que e est non essentiel de rang k.

Si e est un ellule maximale de C n'appartenant pas à supp(celln(K)), autrement dit s'il

n'existe auune ellule e′ de C\supp(celln(C)) telle que e < e′. Alors k = 0, et e est fae
prohe d'une seule ellule de supp(celln(C)) : es. e est ainsi une ellule non essentielle de

rang 0.

On suppose la propriété vraie pour tout k stritement inférieur à un entier p. Si maintenant

p est le nombre maximal de ellules intermédiaires onséutives entre e et un élément du

support. Quel que soit e′ ∈ st(e) tel que e′ 6∈ supp(celln(C)), le nombre de ellules entre

e′ et un élément du support est forément stritement inférieur à p. Sinon, il y aurait une

suite de ellules intermédiaires onséutives entre e et un élément du support ontenant

plus de p éléments, e qui est ontraire à l'hypothèse. Ainsi, par l'hypothèse de réurrene,

pour tout e′ ∈ st(e) tel que e′ 6∈ supp(celln(C)), il existe un k entre 0 et p − 1 tel que e′

est une ellule non essentielle de rang k. Dans le omplexe C ′
obtenu par enlèvement de

toutes les ellules de st(e)\{e} qui n'appartiennent pas à supp(celln(C)), e devient don

une ellule maximale n'appartenant pas au support. e est don fae prohe d'une seule

ellule du support. e est don une ellule non essentielle de rang k. ✷

Nous pouvons maintenant prouver notre résultat prinipal : l'appliation ψ∗
X→C

transforme

l'α-noyau de tout ordre à support en le support des n-ellules de son omplexe dual.

Théorème 4.25 (α-noyau et support) Soit |X| = (X,α) un ordre à support et soit C∗
le

omplexe dual assoié.

x α-libre dans l'ordre |X| ⇔ ψ∗
X→C(x) 6∈ supp(celln(C∗))

Preuve : La preuve se fait en deux étapes :

⇒ X est un ordre à support don d'après le lemme 4.22, pour tout élément x de X
α-unipolaire ou α-libre, ψ∗

X→C(x) 6∈ supp(celln(C∗)).
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⇐ Soit e une ellule de C∗
telle que e 6∈ supp(celln(C∗)). D'après le lemme 4.24, e est une

ellule non essentielle du omplexe. Et d'après le lemme 4.23, ψ∗−1

X→C(e) est α-libre ou

α-unipolaire dans |X|.
✷

Il ne reste plus pour pouvoir utiliser la notion de fontion d'élairage sur les omplexes et

ordres à support qu'à montrer que tout objet, dont les éléments sont onnetés par onnexité

maximale, possède un support non vide.

Lemme 4.26 Soit C un omplexe pur à support et e une ellule de C, alors le sous-omplexe

de C omposé des ellules de cl(stn(e,C)) est lui aussi pur et à support.

Preuve : La preuve est immédiate. On appelle C ′
le omplexe onstruit sur les ellules de

cl(stn(e,C)). Soit une ellule quelonque e1 dans C ′
. e1 appartient aussi à C et omme

C est à support, il existe une ellule e′1 ∈ C telle que cl(e′1) =
⋂{cl(en), en ∈ stn(e1, C)}

et stn(e
′
1, C

′) = stn(e1, C) Comme par dé�nition de C ′
, stn(e1, C) = stn(e1, C

′), on a

alors stn(e
′
1, C

′) = stn(e1, C
′). Ainsi, cl(e′1) =

⋂{cl(en), en ∈ stn(e1, C ′)} et C ′
est bien un

omplexe pur à support. ✷

Ce lemme garantit que la dé�nition de fontion d'élairage faible fortement loale rappelée

page 101 peut être utilisée sur les omplexes à support, puisque tout sous-ensemble de n-ellules
onneté par au moins une ellule de dimension inférieure possède un support non vide.

Lemme 4.27 Soit |X| = (X,α) un ordre à support et x un élément de X, alors le sous-ordre

de |X| omposé des éléments de β(α(x) ∩X0) est lui aussi pur et à support.

Preuve : La preuve est similaire à la préédente. ✷

Fontions d'élairage sur les ordres à support

On peut alors dé�nir un analogue des fontions d'élairage sur les ordres à support.

Dé�nition 4.28 (fontions d'élairage faibles fortement loales sur un ordre) Soit |X|
un ordre à support, une fontion φ : P(X0)×X → {0, 1} est appelée fontion d'élairage faible

fortement loale, si elle véri�e les propriétés suivantes pour tout sous-ensembles d'α-terminaux,

S0 et tout élément x de X :

i). φ(S0, x) = 1 si x ∈ X0,

ii). φ(S0, x) = 0 si x 6∈ α-noyau(β(S0)),

iii). φ(S0, x) ≤ φ(X0, x),

iv). φ(S0, x) = φ(α(x) ∩ S0, x).

L'équivalene entre es fontions dé�nies sur les ordres et les fontions traditionnellement

dé�nies sur les omplexes se prouve naturellement.

Théorème 4.29 (Fontions d'élairage sur les ordres et les omplexes) Etant donné un

ordre à support |X|, l'appliation f dé�nie sur son omplexe dual C∗
par : ∀x ∈ X∀S0 ⊆ X0,

f(ψ(S0), ψ(x)) = φ(S0, x) est une fontion d'élairage faible fortement loale sur C∗
.
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Preuve : Les propriétés i), iii) et iv) de la dé�nition 3.13 (page 101) des fontions d'élairage

faibles fortement loales sur un omplexe sont aisément véri�ées. La propriété ii) est une

onséquene du théorème 4.25 et du lemme 4.26. ✷

On peut don par exemple dé�nir, sur les ordres, les fontions suivantes qui sont le

pendant de ertaines fontions d'élairage dé�nies sur les omplexes de Dominguez

et al. rappelées pages 3.2.1 et 3.2.3 :

� φmax(S0, x) = 1 si et seulement si x ∈ noyau(|β(S0)|),
� φmin(S0, x) = 1 si et seulement si x ∈ S0 (dans e as, l'ensemble de α-
terminaux est omplètement déonneté)

� g(S0, x) = 1 si et seulement si x ∈ noyau(|β(S0)|) et α(x) ∩X0 ⊆ S0

� sur |H3|, φ6,6(S0, x) = 1, si et seulement si x ∈ S0 ou x ∈ noyau(|β(S0)|) et

3− dimα(x) = 2

4.2 Cartes et ordres

Dans ette setion, nous herhons à montrer qu'il existe un sous-ensemble des artes géné-

ralisées qui représente exatement les mêmes objets qu'un sous-ensemble onnu des ordres, les

n-surfaes. L'intérêt d'une telle omparaison est multiple. Elle permet tout d'abord de relier un

modèle utilisé en analyse à un modèle développé dans le adre de la modélisation. Ce lien étant

expliitement dé�ni par des fontions de onversion entre modèles, il sera tout à fait possible de

les intégrer dans une même appliation. En outre, les deux modèles dont nous allons prouver

l'équivalene ont des dé�nitions très di�érentes, l'une onstrutive, l'autre réursive. Leur mise

en parallèle permet don de posséder une meilleure onnaissane de leur struture interne et

pourra donner lieu à des transferts de dé�nitions et propriétés de l'un à l'autre.

Pour réaliser e lien, nous utilisons un modèle intermédiaire. En e�et, les deux modèles étant

dé�nis très di�éremment, nous nous sommes appuyés sur le seul point ommun que nous leur

onnaissions au départ, à savoir leur faulté à représenter une subdivision ellulaire. Nous avons

ainsi hoisi omme passerelle un graphe d'inidene qui re�ète les propriétés ombinatoires des

subdivisions représentées.

Les ordres et les graphes d'inidene ne aratérisent omplètement que des subdivisions sans

multi-inidene, tandis que les artes généralisées autorisent la présene de multi-inidene. Nous

ommençons don par aratériser le sous-ensemble des artes généralisées auquel sont assoiées

des subdivisions sans multi-inidene. Nous les appellerons des n-G-artes simpliiales.

Nous proposons ensuite une dé�nition ombinatoire d'un sous-ensemble de graphes d'ini-

dene, les graphes d'inidene de surfae, qui serviront de lien entre les n-G-artes simpliiales

et les n-surfaes. Notre dé�nition s'inspire des propriétés des graphes d'inidene augmentés pro-

posés par Brisson pour représenter des d-variétés subdivisés [33℄. En e�et, il a été prouvé que de

telles variétés pouvaient être assoiées à des artes généralisées. Cependant, omme il n'existait

pas de dé�nition purement ombinatoire des graphes d'inidene représentant es subdivisions,

nous avons été amenés à déterminer l'ensemble minimal de propriétés ombinatoires que doit

véri�er un graphe d'inidene pour pouvoir être assoié à une arte généralisée.

Une fois notre adre de travail posé, nous abordons la preuve proprement dite. Nous om-

mençons par en donner le �l onduteur puis prouvons e�etivement l'équivalene des n-surfaes
et des artes simpliiales.
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4.2.1 n-G-artes simpliiales

Comme remarqué en préambule, les ordres et les graphes d'inidene ne permettent de re-

présenter de manière non ambigüe que les subdivisions sans multi-inidene. On rappelle que

l'on parle de multi-inidene lorsqu'une ellule est plusieurs fois inidente à une même ellule

de dimension supérieure. Un premier exemple illustrant les limitations de la représentation de

subdivisions par des graphes d'inidene apparaît sur la �gure 4.19 (La �gure 4.18 explique le

proessus de onstrution de l'objet représenté sur la �gure 4.19(b)). Un exemple un peu plus

subtil apparaît sur la �gure 4.20. En e�et, dans le premier exemple un même graphe d'ini-

dene représente deux objets di�érents tandis que dans le deuxième, la seule di�érene entre les

deux subdivisions onernées repose sur l'ordonnanement d'un ensemble d'arêtes autour d'un

sommet.
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() Représentation de la sub-

division du plan projetif ainsi

obtenue.

Fig. 4.18 � Proessus de onstrution de la subdivision du plan projetif ontenant 1 sommet,

1 arête et 1 fae.

Compte tenu des propriétés intrinsèques des subdivisions représentées par des ordres, nous

devons don restreindre notre étude à des artes généralisées limitées aux subdivisions sans multi-

inidene. Or on peut remarquer une dualité entre la multi-inidene d'une subdivision représen-

tée par une arte généralisée et l'identi�ation de ellules de l'ensemble semi-simpliial assoié.

4

Pour mémoire, on parle d'identi�ation de ellules lorsque deux ellules distintes partagent le

même bord. Or du point de vue des artes, les ellules de la subdivision sont assoiées aux orbites

de la forme <α>N−{i} (d), orbites qui orrespondent exatement aux 0-simplexes autrement

dit aux sommets de l'ensemble semi-simpliial numéroté assoié : préisément <α>N−{i} (d)
est un sommet numéroté i. On peut alors pressentir que les multi-inidenes dans la subdivision

orrespondront à des identi�ations dans l'ensemble semi-simpliial assoié. En e�et, s'il existe

plusieurs k-simplexes onstruits sur un même ensemble de (k + 1) 0-simplexes dans l'ensemble

semi-simpliial, alors on imagine bien qu'il existera plusieurs manières de relier l'ensemble des el-

lules orrespondantes dans la subdivision assoiée, haune orrespondant à un des k-simplexes.

Ainsi, nous nous restreignons par la suite à des artes dont l'ensemble semi-simpliial assoié

ne omporte auune identi�ation et onstitue don un omplexe simpliial. Cette limitation

peut sembler ontraignante. En réalité, elle est tout à fait aeptable en vertu de la propriété

suivante : toute n-G-arte peut être transformée en une n-G-arte simpliiale par ra�nements

4

La dé�nition des ellules de la subdivision représentée par une arte généralisée, Déf. 3.19, se trouve page

105, le théorème 3.20 exprimant le lien entre une arte généralisée et son ensemble semi-simpliial assoié est

page 107
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(a) Objet simple.
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(b) Subdivision du plan projetif (f Fig.

4.18).
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() Graphe d'inidene des deux subdivisions.

Fig. 4.19 � Deux objets di�érents possédant le même graphe d'inidene : dans les deux as, le

ouple sommet-arête (a, b) est doublement inident à la fae c.

suessifs. En e�et, un omplexe simpliial peut être obtenu à partir de tout ensemble semi-

simpliial par subdivisions baryentriques [90℄. Et omme es subdivisions sont baryentriques,

il est possible de numéroter les sommets du omplexe simpliial ainsi obtenu [132℄.

Dé�nition 4.30 (n-G-arte simpliiale) Une n-G-arte est dite simpliiale lorsque l'ensemble

semi-simpliial assoié est un omplexe simpliial.

Il existe une aratérisation "lassique" des n-G-artes simpliiales, qui traduit juste en

termes d'orbites le fait qu'il n'existe qu'un seul k-simplexe entre k + 1 sommets distints.

Théorème 4.31 (Caratérisation "lassique" d'une arte simpliiale) Une n-G-arte G =
(D,α0, · · · , αn) est simpliiale si et seulement si :

∀d ∈ D,∀I ⊆ N,<α>N−I (d) =
⋂

i∈I

<α>N−{i} (d) (4.9)

Ave une telle aratérisation, véri�er si une n-G-arte est simpliiale ou non demande un

grand nombre de tests. Nous proposons i-dessous une aratérisation plus simple, dont nous

allons prouver qu'elle est équivalente. Elle indique que pour montrer le aratère simpliial d'une

n-G-arte, il su�t de véri�er qu'il existe exatement une arête entre deux sommets distints (sim-

pliité pour les ellules de dimension minimale) et une n-ellule entre n + 1 sommets distints

(simpliité pour les ellules de dimension maximale). L'absene d'identi�ations dans les dimen-

sions intermédiaires déoule alors des propriétés de la arte. Nous montrerons à l'aide d'exemples

que haune des deux propriétés mentionnées dans le théorème i-dessous sont indépendantes
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() Première arte onstrutible à partir

de e graphe qui orrespond bien à la sub-

division de la �gure 4.20(a).
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(d) Deuxième arte onstrutible à partir

de e graphe qui ne orrespond plus à la

subdivision de la �gure 4.20(a) mais à elle

de la �gure 4.20(e).
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(e) Subdivision sans multi-inidene.

Fig. 4.20 � Exemple d'une multi-inidene qui induit une ambiguïté dans le graphe d'inidene :

deux artes sont suseptibles d'être obtenues à partir du graphe d'inidene (le proessus de

onstrution sera dérit ultérieurement). Une des artes représente une subdivision qui ne or-

respond pas à e graphe d'inidene (le sommet D a été "séparé" en deux sommets D et D′
.)
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(l'une peut être véri�ée mais pas l'autre). Ainsi, il ne peut pas exister de aratérisation des

n-G-artes simpliiales plus simple en terme d'orbites.

Théorème 4.32 (Caratérisation minimale d'une n-G-arte simpliiale) Une n-G-
arte G = (D,α0, · · · , αn) est simpliiale si et seulement si :

∀d ∈ D,
⋂

i∈N

<α>N−{i} (d) = {d} (4.10)

∀i, j ∈ N,∀d ∈ D,<α>N−{i} (d)
⋂

<α>N−{j} (d) = <α>N−{i,j} (d) (4.11)

Les onditions 4.10 et 4.11 sont respetivement appelées simpliité maximale et simpliité mini-

male.

Preuve : Etant donnée une n-G-arte, on va prouver l'équivalene entre (4.9) et (4.10 et 4.11).

i). (4.9)⇒ (4.10 et 4.11) : est évident ((4.10) et (4.11) sont des as partiuliers de (4.9)),

ii). (4.10 et 4.11) ⇒ (4.9) : est montré par réurrene.

Pour démontrer ii), on remarque tout d'abord que la propriété suivante est vraie dans tous

les as.

∀d ∈ D,∀I ⊆ N,<α>N−I (d) ⊂
⋂

i∈I

<α>N−{i} (d) (4.12)

La ondition su�sante (4.9) est don équivalente à la ondition suivante :

∀d ∈ D,∀I ⊆ N,<α>N−I (d) ⊃
⋂

i∈I

<α>N−{i} (d) (4.13)

Il reste don à prouver l'impliation : (4.10 et 4.11) ⇒ (4.13). On proède par réurrene

sur le ardinal de I.

La propriété est vraie pour card(I) = 2 par l'hypothèse (4.11). On la suppose vraie jusqu'à

card(I) = k, qu'en est-il pour card(I) = k + 1 ?

Soit I ⊆ N , ave I = {i0, · · · , ik},
Soit d, d′ ∈ D tel que d′ ∈ ⋂

i∈I <α>N−{i} (d), a-t'on d′ ∈<α>N−I (d) ?
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Avant de rentrer dans les détails de la preuve, en voii le �l onduteur :

Ave l'hypothèse de réurrene sur le ardinal, d′ appartient à la fois à :

<α>N−{i0,...,ik−1} (d) et <α>N−{i1,...,ik} (d).
Ensuite en expliitant es deux appartenanes (4.18, 4.19 et 4.20), on dé�nit un

d′′ qui appartient à <α>N−I (d) Il su�t alors de montrer que d′ appartient à

<α>N−I (d′′), puisque <α>N−I (d′′) =<α>N−I (d). On réérit alors l'égalité

4.20 pour l'exprimer en fontion de d′′ (Eq. 4.21) et obtenir ainsi deux expressions

de d' en fontion de d′′.
La suite de la démonstration onsiste à prouver que la deuxième expression (égalité

droite de l'équation 4.21) : d′ = d′′αjm ...αj1αl1 ...αlqαlq+1
...αlr peut se simpli�er en

d′ = d′′αlq+1
...αlr e qui su�t à prouver que d' appartient à <α>N−I (d) puisque,

par onstrution, tous es αi ( i entre lq+1 et lr) ont des indies n'appartenant
pas à I (don d′ appartient à <α>N−I (d′′) =<α>N−I (d) )
Pour réaliser ette simpli�ation, on modi�e l'équation 4.21 a�n d'obtenir une

égalité telle que d'un �té toutes les permutations aient des indies > ik−1 et

de l'autre �té des indies < ik−1 (Eq. 4.22). Cette disposition permet d'utiliser

l'hypothèse ontenue dans l'équation 4.10, et de montrer que l'équation 4.22 peut

se simpli�er (Eq. 4.24). L'expression de d′′ ainsi obtenue permet de simpli�er

l'équation 4.21 omme dit préédemment.

d′ ∈ ⋂
i∈I <α>N−{i} (d), don a fortiori

d′ ∈
⋂

i∈I−{ik}

<α>N−{i} (d) =
⋂

i∈{i0,···,ik−1}

<α>N−{i} (d) (4.14)

et

d′ ∈
⋂

i∈I−{i0}

<α>N−{i} (d) =
⋂

i∈{i1,···,ik}

<α>N−{i} (d) (4.15)

Comme card({i0, · · · , ik−1}) = card({i1, · · · , ik}) = k, on peut utiliser l'hypothèse de

réurrene et dire ainsi que :

d′ ∈<α>N−{i0,···,ik−1} (d) (4.16)

et

d′ ∈<α>N−{i1,···,ik−1,ik} (d) (4.17)

Avant de poursuivre, on rappelle que l'on peut permuter deux involutions dès lors que

leurs indies di�èrent d'au moins deux. Ainsi tout omposition d'involutions dans laquelle

une ou plusieurs involutions sont absentes peut être réordonnée omme suit :

(4.16) ⇒ d′ = d αj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<ik−1

et

jr 6∈{i0,···,ik−1}

αjm+1
· · ·αjp︸ ︷︷ ︸

jr>ik−1

(4.18)
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(4.17) ⇒ d′ = d αl1 · · ·αlq︸ ︷︷ ︸
lr<ik−1

et

lr 6∈{i1,···,ik−1}

αlq+1
· · ·αlr︸ ︷︷ ︸

lr>ik−1

et

lr 6=ik

(4.19)

Les équations 4.18 et 4.19 impliquent que :

(d′ =)d αj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<ik−1

et

jr 6∈{i0,···,ik−1}

αjm+1
· · ·αjp︸ ︷︷ ︸

jr>ik−1

= d αl1 · · ·αlq︸ ︷︷ ︸
lr<ik−1

et

lr 6∈{i1,···,ik−1}

αlq+1
· · ·αlr︸ ︷︷ ︸

lr>ik−1

et

lr 6=ik

(4.20)

On pose d′′ = dαj1 · · ·αjm . Comme les j1 · · · jm n'appartiennent pas à I, d′′ ∈<α>N−I (d).
En faisant apparaître d′′ des deux �tés de l'équation 4.20, elle-i devient :

(d′ =)d′′ αjm+1
· · ·αjp︸ ︷︷ ︸

jr>ik−1

= d′′αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
=d

et

jr<ik−1 et jr 6∈{i0,···,ik−1}

αl1 · · ·αlq︸ ︷︷ ︸
lr<ik−1

et

lr 6∈{i1,···,ik−1}

αlq+1
· · ·αlr︸ ︷︷ ︸

lr>ik−1

et

lr 6=ik

(4.21)

L'équation 4.21 est équivalente à :

d′′ αjm+1
· · ·αjp︸ ︷︷ ︸

jr>ik−1

αlr · · ·αlq+1︸ ︷︷ ︸
lr>ik−1

et

lr 6=ik

= d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<ik−1

et

jr 6∈{i0,···,ik−1}

αl1 · · ·αlq︸ ︷︷ ︸
lr<ik−1

et

lr 6∈{i1,···,ik−1}

(4.22)

On pose d3
égal à d′′ αjm+1

· · ·αjp︸ ︷︷ ︸
jr>ik−1

αlr · · ·αlq+1︸ ︷︷ ︸
lr>ik−1

et

lr 6=ik

.

Par dé�nition, d3 ∈<α>N−{j} (d′′) pour tout j ≤ ik−1. L'équation 4.22 implique aussi

que d3 ∈<α>N−{j} (d′′) pour tout j ≥ ik−1. Don d
3 ∈ ⋂

i∈N <α>N−{i} (d′′). D'où par

l'hypothèse 4.10, d3 = d′′.

D'où par dé�nition de d3
et par l'équation (4.22),

d′′ = d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<ik−1

et

jr 6∈{i0,···,ik−1}

αl1 · · ·αlq︸ ︷︷ ︸
lr<ik−1

et

lr 6∈{i1,···,ik−1}

(4.23)

Et en remplaçant d′′αjm · · ·αj1αl1 · · ·αlq par d′′ (Eq. 4.23) dans la partie droite de l'équa-

tion 4.21, on obtient :
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d′ = d′′ αlq+1
· · ·αlr︸ ︷︷ ︸

lr>ik−1

et

lr 6=ik

(4.24)

Finalement d′ ∈<α>N−I (d′′) =<α>N−I (d). ✷

On remarque que la ondition de simpliité maximale empêhe l'apparition de multi-inidene

du type de la �gure 4.19 tandis que la ondition de simpliité minimale interdit elle apparaissant

sur la �gure 4.20. En outre, on peut véri�er que si la ondition de simpliité maximale n'est pas

véri�ée sur la �gure 4.19, elle de simpliité minimale l'est bien. Le deuxième exemple montre

quant à lui que la ondition de simpliité maximale ne su�t pas pour éviter tout type de multi-

inidene, ontrairement à e qui avait été pressenti dans [131℄. En e�et, la arte orrespondant

à la �gure 4.20 véri�e l'équation 4.10 mais pas 4.11 :

La �gure 4.21 montre les artes assoiées aux subdivisions 4.19(a), 4.19(b) et 4.20

et permet de véri�er les remarques préédentes.

i). Pour la arte 4.21(a), on note que α0 = α1 = α2 = {(d1, d2)}.
Ainsi, <α>N−{0} (d1)∩ <α>N−{1} (d1)∩ <α>N−{2} (d1) = {d1, d2} 6= {d1}
et l'équation 4.10 n'est pas véri�ée.

Par ontre, la arte respete bien la ondition de l'équation 4.11 : <α>N−{i}

(dp)∩ <α>N−{j} (dp) = {d1, d2} =<α>N−{i,j} (dp) pour tout i et j dans

{0, 1, 2}, ave i 6= j et tout p dans {1, 2}.
ii). Pour la arte 4.21(b), α0 = {(d1, d2), (d3, d4)}, α1 = {(d1, d3), (d2, d4)} et

α2 = {(d3, d2), (d1, d4)}.
Ainsi < α >N−{0} (d1)∩ < α >N−{1} (d1)∩ < α >N−{2} (d1) =
{d1, d2, d3, d4} 6= {d1} et l'équation 4.10 n'est pas véri�ée.

Mais l'équation 4.11 l'est : < α >N−{i} (dp)∩ < α >N−{j} (dp) =
{d1, d2, d3, d4} =<α>N−{i,j} (dp) pour tout i et j dans {0, 1, 2}, ave i 6= j
et tout p dans {1, 2, 3, 4}.

iii). Pour la arte 4.21(), on se onentre sur une petite portion de la arte et

plus préisément sur le brin 23.

<α>N−{0} (23) = {22, 23, 30, 31, 16, 17, 6, 7} et

<α>N−{2} (23) = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26}
don <α>N−{0} (23)∩ <α>N−{2} (23) = {22, 23, 16, 17}.
Mais <α>N−{0,2} (23) = {22, 23} et la ondition exprimée par l'équation

4.11 n'est pas remplie.

On regarde maintenant <α>N−{1} (23) = {23, 24, 7, 8} et on a bien <
α>N−{0} (23)∩ <α>N−{1} (23)∩ <α>N−{2} (23) = {23}. Et de la même

manière on peut véri�er que la propriété 4.10 est véri�ée pour tout brin de

la arte.
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() Carte assoiée à la subdivision de la �gure 4.20(a).

Fig. 4.21 � Cartes assoiées aux subdivisions ave multi-inidene montrées préédemment. Les

artes 4.21(a) et 4.21(b) sont représentées en utilisant des demi-arêtes pour représenter les brins.

Pour simpli�er la représentation de la arte assoiée à la troisième subdivision, les brins sont ii

représentés par des points et leurs relations se déduisent du dessin de la subdivision.
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4.2.2 Graphes d'inidene

Les graphes d'inidene sont utilisés pour représenter des subdivisions d'espaes ne ompor-

tant pas de multi-inidene. Nous rappelons tout d'abord les notions lassiques relatives aux

graphes d'inidene. Nous expliitons ensuite les liens entre ordres et graphes d'inidene, et

introduisons quelques notations. Nous expliquons ensuite omment assoier un omplexe simpli-

ial numéroté à un graphe d'inidene, puis omment onstruire un graphe d'inidene à partir

d'une n-G-arte. Cette setion se termine par l'introdution de la notion de graphe d'inidene

de surfae qui sera e�etivement utilisée pour omparer les n-surfaes et les n-G-artes.

Généralités

Nous rappelons d'abord la dé�nition lassique des graphes d'inidene.

Dé�nition 4.33 (Graphe d'inidene [33℄) Le graphe d'inidene induit par une partition

ellulaire homogène de dimension n est dé�ni omme un graphe orienté dont les n÷uds or-

respondent aux ellules de la partition et où haque ar orienté onnete une i-ellule à une

(i− 1)-ellule inidente. Chaque n÷ud d'un tel graphe est étiqueté par la dimension de la ellule

orrespondante.

On note Ii l'ensemble des indies des i-ellules de la partition ellulaire. Un graphe d'ini-

dene de dimension n peut ainsi être noté IGC = (C,≺) où C =
⋃i=n
i=0 (

⋃
β∈Ii

ciβ) est l'ensemble

des ellules de la partition et ≺ est la relation d'inidene entre les (i−1)-ellules et les i-ellules,
i ∈ {1, · · · , n}.

Par la suite, nous onsidérerons seulement des graphes d'inidenes �nis, autrement dit tels

que C est �ni. Lorsqu'auune onfusion ne sera possible, nous noterons une i-ellule du graphe,

ci. La dé�nition du graphe se fonde sur la notion d'inidene entre ellules dont les dimensions

di�èrent de 1. Cette relation est notée ≺. On notera lassiquement c ≤ c′ s'il existe entre c et
c′ une suite éventuellement vide de ellules reliées deux à deux par la relation ≺. Si c est une
fae propre de c′ autrement dit c ≤ c′ et c 6= c′, on utilisera la notation c < c′. Dans une telle

subdivision, tout hemin de ellules onséutives entre deux ellules c et c′ ontient le même

nombre d'éléments. Et la dimension d'une ellule c′ telle que c < c′ sera toujours égale à la

dimension de c à laquelle on ajoute le nombre de ellules intermédiaires entre c et c′ plus un.
Par ommodité, on rajoute souvent à un graphe d'inidene de dimension n deux ellules

�tives c−1
et cn+1

telles que c−1
est fae de toutes les 0-ellules de IGC et toutes les n-ellules de

IGC sont faes de cn+1
. Un graphe muni de telles ellules est appelé graphe d'inidene étendu.

Il est noté IG∗
C = (C∗,≺) où C∗ = C ∪ {c−1, cn+1}. Nous aurons reours à et arti�e a�n de

pouvoir dé�nir un ertain opérateur uniformément sur toutes les ellules du graphe.

Graphes d'inidene et ordres

Il existe une relation évidente entre les graphes d'inidene et les ordres qui,bien que prohe

de elle entre omplexes et ordres, est quelque peu di�érente. En e�et, si le omplexe assoié

à un ordre onnexe est toujours onnexe, un graphe d'inidene représentant un ordre onnexe

pourra lui être déonneté (f Fig. 4.22).

On peut formaliser les liens entre graphes d'inidene et ordres de la même manière que eux

entre omplexes et ordres. Nous nous restreignons ii aux onstrutions qui font orrespondre

les α-terminaux aux 0-ellules du graphe d'inidene. On pourrait de manière similaire dé�nir

des onstrutions duales.



148 CHAPITRE 4. COMPARAISON DES MODÈLES TOPOLOGIQUES
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(b) Graphe d'inidene assoié.

Fig. 4.22 � Un ordre et son graphe d'inidene assoié pour lesquels la relation α sur X est

di�érente de la relation ≤ entre les ellules du graphe. Par exemple, x1 ∈ α(x5) tandis que son
image c1 n'est pas fae de c5.

Théorème 4.34 (Constrution de l'ordre assoié à un graphe d'inidene) L'ordre

|X| = (X,α) assoié au graphe d'inidene IGC = (C,≺) est dé�ni par l'appliation ψIG→X

telle que :

i). ∀c ∈ C, ∃!ψIG→X(c) ∈ X (bijetion de C dans X)

ii). ∀(c, c′) ∈ C × C, tel que c ≤ c′, ψIG→X(c) ∈ α(ψIG→X(c)) (ψIG→X est un isomorphisme de

(C,≤) vers (X,α))

On peut noter que ette onstrution ne garantit pas que l'α-dimension induite sur l'ordre

orresponde exatement à l'étiquetage des ellules dans le graphe (f Fig. 4.23).

1

ba

A

1

0

1

2

(a) Graphe d'inidene IGC .

b

a

A

1 dimα = 0

dimα = 1

dimα = 2

(b) Ordre onstruit à partir de IGC ave

ψIG→X .

Fig. 4.23 � La dimension impliite assoiée aux éléments de l'ordre est di�érente de la dimension

des ellules orrespondantes dans le graphe d'inidene.

La onstrution d'un graphe d'inidene tel que nous l'avons préédemment dé�ni à partir

d'un ordre exige que l'ordre véri�e une propriété additionnelle. En e�et, nous avons inlu dans

la dé�nition de es graphes la propriété d'homogénéité de la subdivision, autrement dit toute

ellule est fae d'au moins une ellule de dimension n, ave n la dimension de la subdivision



4.2. CARTES ET ORDRES 149

représentée. L'ordre à partir duquel va s'e�etuer la onstrution doit don être d'α-dimension

�nie n et tel que tous ses éléments appartiennent à l'α-adhérene d'un élément d'α-dimension

n. Pour simpli�er, on appellera un ordre véri�ant ette propriété, un ordre α-homogène.

Théorème 4.35 (Constrution du graphe d'inidene assoié à un ordre α-homogène)

Le graphe d'inidene IGC = (C,≺) assoié à l'ordre α-homogène |X| = (X,α) est dé�ni par

l'appliation ψX→IG telle que :

i). ∀x ∈ X, ∃!ψX→IG(x) ∈ C (ψX→IG bijetion de X dans C)

ii). ∀(x, x′) ∈ X ×X tel que x′ ∈ α(x) et dimα(x
′) = dimα(x)− 1, ψX→IG(x′) ≺ ψX→IG(x)

La déonnetion éventuelle du graphe d'inidene assoié à un ordre onnexe provient de

e que la relation ≤ déduite de la relation ≺ sur un graphe d'inidene ne orrespond pas

néessairement à la relation α sur l'ordre d'origine. En e�et, lorsque dans un graphe d'inidene

deux ellules sont reliées sans intermédiaire, leurs dimensions di�èrent forément de 1, tandis
que dans un ordre les α-dimensions de deux éléments reliés sans intermédiaire peuvent posséder

un éart plus grand que 1 (f Fig. 4.22). La notion de lien sans intermédiaire dans un ordre est

exprimée par la notion de ρ-proximité entre deux éléments (ρ = α ou ρ = β). Il su�t de rajouter

une ondition sur l'α-dimension des éléments de l'α-proximité des éléments d'un ordre pour que

ψX→IG soit un isomorphisme entre (C,≤) et (X,α).

Théorème 4.36 (Isomorphisme entre un ordre et le graphe d'inidene assoié )

L'appliation ψX→IG onstruisant une graphe d'inidene IGC = (C,≺) à partir d'un ordre

α-homogène |X| = (X,α) est un isomorphisme entre (X,α) et (C,≤) si et seulement si :

∀x ∈ X,α•(x) = {x′ ∈ α(x), dimα(x
′) = dimα(x)− 1}

Un ordre α-homogène véri�ant ette propriété et son graphe d'inidene assoié sont dits

équivalents

Nous nous intéresserons par la suite à un sous-ensemble des ordres, appelés n-surfaes (f
Déf. 3.9 page 95). Le lemme i-dessous dit qu'une n-surfae et son graphe d'inidene assoié

sont équivalents.

Lemme 4.37 Soit |X| = (X,α) une n-surfae, |X| est un ordre α-homogène et est isomorphe

à son graphe d'inidene assoié.

Preuve : La propriété d'α-homogénéité a été prouvée par Daragon et al. dans [50℄ (Corollary

5 page 10) qui dit que tout élément d'une n-surfae possède dans sa θ-adhérene au moins

un élément d'α-dimension n.

La propriété onernant les dimensions des éléments de α•(x) se déduit quant à elle d'une

autre propriété elle aussi prouvée dans [50℄ (Property 4 page 10). Elle dit qu'étant donné

un élément x de rang p, l'ordre induit sur α�(x) est une (p− 1)-surfae et elui induit sur
β�(x) est une (n − p − 1)-surfae. Ainsi un élément x′ de α•(x) appartient à la (p − 1)-
surfae, α�(x), don (Corollary 5) sa θ|α�(x)-adhérene ontient au moins un élément

d'α-dimension p − 1. Or omme x′ ∈ α•(x), sa β�

|α�(x)
-adhérene est vide et sa θα�(x)-

adhérene orrespond à son αα� (x)-adhérene. Autrement dit, elle est l'élément de rang

maximal de sa θ-adhérene. Don son α-dimension est égale à p− 1. ✷
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() Graphe d'inidene induit sur θ�(f).

Fig. 4.24 � Sous-graphes d'inidene.

Par la suite, lorsque nous manipulerons des graphes d'inidene, nous utiliserons pour sim-

pli�er les notations assoiés aux ordres. Etant donnée une ellule c d'un graphe d'inidene, on

notera θ�(c) l'ensemble {c′ ∈ C, c′ < c} ∪ {c′ ∈ C, c′ > c}. Et on appellera hemin sur un

graphe d'inidene, toute suite de ellules ci0β0
, ci1β1

, · · · , cinβn
telle que c

ik+1

βk+1
∈ θ�(cikβk

). Comme un

ordre, un graphe d'inidene est onnexe si et seulement s'il est onnexe par hemins.

En outre, si IGC est un graphe d'inidene de dimension n, la relation d'inidene ≺ induit,

pour toute ellule c de C, une relation d'inidene loale ≺c sur θ�(c). (θ�(c),≺c) est alors

un graphe d'inidene de dimension n − 1 ave un étiquetage induit par elui de IGC . Plus
préisément, si c est une k-ellule de C, toute j-ellule de C ∩ θ�(c) est aussi une j-ellule
de (θ�(c),≺c) pour j < k et une (j − 1)-ellule de C pour j > k. Pour simpli�er et éviter

les onfusions, on nommera toujours une ellule en fontion de sa dimension dans le graphe

d'inidene IGC et non en fontion de sa dimension dans un des sous-graphes θ�(c). Ainsi, pour
toute ellule c de C, l'ensemble θ�(c) sera noté {cj ∈ C, cj < c or cj > c}. En outre, on note

que les relations ≺c et ≺ oïnident sur tout ouple de θ�(c), (cj , cj+1) tel que j < k − 1 ou

j > k + 1. Elles di�èrent seulement sur les ouples (ck−1, ck+1) qui ne sont pas liés par ≺ sur C
mais le sont par ≺c sur θ�(c). La �gure 4.24 illustre e propos.

Graphe d'inidene et omplexe simpliial numéroté

De même que l'on peut assoier un omplexe simpliial à un ordre et un ensemble semi-

simpliial numéroté à une arte généralisée, on peut assoier un omplexe simpliial abstrait

numéroté à tout graphe d'inidene. Il est relié à la subdivision baryentrique de la subdivision

ellulaire orrespondante. L'ensemble des sommets du omplexe simpliial est exatement l'en-
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semble de ellules du graphe d'inidene, haque sommet étant étiqueté par la dimension de la

ellule orrespondante. Les k-simplexes orrespondent aux haînes de k+1 ellules onséutives

(f Fig. 4.25).
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(b) Graphe d'inidene orrespondant.

1

c1 c2

c3

c4

c7

c12
c8

c9

c10c5

c11

c6

c13

0

0

1

1

2

1

0

2

1

0

1

0

() Complexe simpliial numéroté assoié.

Fig. 4.25 � Complexe simpliial numéroté assoié à un graphe d'inidene.

Graphes d'inidene et artes généralisées

Il n'est bien sûr pas possible de onstruire une arte généralisée à partir d'un graphe d'in-

idene quelonque. Par ontre, il est possible de onstruire à partir de toute arte généralisée

le graphe d'inidene représentant la subdivision assoiée. Un exemple est donné sur la �gure

4.26, où le graphe d'inidene de la �gure 4.26() est le graphe assoié à la arte représentée sur

la �gure 4.26(b).

Théorème 4.38 (Constrution du graphe d'inidene assoié à une n-G-arte) Le

graphe d'inidene IGC = (C,≺) assoié à la n-G-arte G = (D,α0, · · · , αn) est dé�ni par

l'appliation ψnGC→IG telle que

i). ∀i ∈ N,∀oi ∈ {<α>N−{i}}D, ∃!ψnGC→IG(oi) ∈ C et il est tel que ψnGC→IG(oi) est étiqueté

par i.

ii). ∀i ∈ {0, · · · , n − 1},∀oi ∈ {<α>N−{i}}D et ∀oi+1 ∈ {<α>N−{i+1}}D tels qu'il existe

d ∈ D ∩ oi ∩ oi+1
, alors ψnGC→IG(oi) ≺ ψnGC→IG(oi+1)
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Il existe un lien immédiat entre les brins de la n-G-arte et les (n + 1)-uplets de ellules du
graphe d'inidene assoié (f Fig. 4.26). Il provient des propriétés intrinsèques de la subdivision

assoiée à une n-G-arte. Par onstrution, tout ellule appartient à au moins un (n + 1)-uplet
de ellules. Et un brin d dé�nit un unique (n + 1)-uplet de ellules (c0, c1, · · · , cn) dont haque
ellule est onstruite sur une orbite de d (f Déf. 3.19 page 105). On appelle (c0, c1, · · · , cn) le

(n + 1)-uplet de ellules assoié à d. La ondition de simpliité maximale intervenant dans la

aratérisation des artes simpliiales (Thé 4.32 page 142) est la ondition néessaire et su�sante

à rajouter sur une arte pour que la réiproque soit vraie, autrement dit qu'un (n+1)-uplet soit
assoié à un unique brin.

La �gure 4.26 illustre le lien entre les brins d'une n-G-arte et les (n + 1)-uplets
du graphe d'inidene assoié.

Les brins 1, 2, 23 et 21 sont ainsi respetivement assoiés aux 3-uplets (A, a, F1),
(B, a, F1), (E, e, F2) et (D, d, F3).

Lemme 4.39 Il existe une bijetion entre les brins d'une n-G-arte véri�ant la propriété de

simpliité maximale et les (n+ 1)-uplets du graphe d'inidene assoié.

Graphes d'inidene de surfae

Les graphes d'inidene auxquels nous allons nous intéresser par la suite rassemblent les

propriétés ombinatoires essentielles des graphes d'inidene augmentés assoiés aux d-variétés
onnexes de Brisson [33℄. L'intérêt de es variétés est double. D'abord, elles sont onstruites

omme des subdivisions ne omportant pas de multi-inidene. En outre, les propriétés qui les

aratérisent garantissent qu'elles peuvent être représentées à l'aide de artes généralisées.

Nous ommençons par poser la dé�nition de la lasse de graphes d'inidene à laquelle nous

allons nous restreindre. Nous relierons ensuite es propriétés ave des propriétés plus ou moins

expliites des graphes d'inidene augmentés.

Nous appellerons à partir de maintenant toute suite de k+1 ellules onséutives d'une subdi-
vision ou d'un graphe d'inidene un (k+1)-uplet de ellules. Il pourra être noté indi�éremment

c0 ≺ c1 ≺ · · · ≺ ck ou (c0, c1, · · · , ck).

Dé�nition 4.40 (Graphe d'inidene de surfae) Un graphe d'inidene étendu de dimen-

sion n, IG∗
C = (C∗ = C ∪ {c−1, cn+1},≺), est un graphe d'inidene de surfae lorsque :

i). n > 0 ⇒ (C,≺) onnexe

5

ii). toute i-ellule de C appartient à au moins une (n+ 1)-uplet de ellules de C : (c0, · · · , cn),
iii). ∀(ci−1, ci, ci+1) ∈ C∗ × C × C∗

, ci−1 ≺ ci ≺ ci+1
, ∃!c′i ∈ C, c

′i 6= ci, ci−1 ≺ c′i ≺ ci+1

(propriété switch)

(ci−1, ci, ci+1) et (ci−1, c
′i, ci+1) sont appelés switch IG∗

C -triplets

iv). l'intersetion des θ�
-adhérenes des ellules de tout sous-ensemble non vide totalement

ordonné de C pour la relation <, est soit vide, soit omposée de deux ellules de même

dimension, soit onnexe

5

.

5

les ellules �tives ne rentrent pas en ligne de ompte dans l'examen de la onnexité d'un graphe d'inidene

puisqu'elles introduisent par onstrution une onnexité arti�ielle
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L'analyse des d-variétés e�etuée par Brisson montre expliitement (Lemme 3 page 401) que

toute ellule d'un tel objet appartient à au moins un (d + 1)-uplet de ellules (propriété ii)

des graphes d'inidene de surfae). Elle prouve en outre (Corollaire 1 page 402) que pour tout

ouple de ellules de dimension k − 1 et k + 1, (ck−1, ck+1), telles que ck−1 < ck+1
, il existe

exatement deux k-ellules distintes qui sont toutes deux faes de ck+1
et ont ck−1

omme fae

(propriété iii) des graphes d'inidene de surfae). La dernière propriété n'est pas expliite dans

l'étude de Brisson mais peut se déduire du Théorème 1 page 403 et du Corollaire 3 page 406).

La �gure 4.27 montre un exemple de partition de R
2
dont le graphe d'inidene

assoié est un graphe d'inidene de surfae. La subdivision ellulaire est omposée

de trois 2-ellules F1, F2, F3 (F3 étant une fae in�nie), six 1-ellules a,b,c,d,e,
f et inq 0-ellules 1, 2, 3, 4, 5. On peut véri�er que les di�érentes propriétés

des graphes d'inidene de surfae sont avérées. La première est immédiatement

visible sur le dessin du graphe d'inidene : toute ellule appartient à au moins une

haîne de 3 ellules onséutives. La propriété switch est un peu plus fastidieuse à

véri�er : la �gure 4.27() la met en évidene sur un exemple. Les triplets (B, b, F2)
et (B, f, F2) sont des switch IG∗

C -triplets. Conernant la troisième propriété,

on voit failement que la θ-adhérene strite de haun des éléments du graphe

est onnexe. On onsidère maintenant les intersetions de θ-adhérenes de deux

ellules de C en relation par <. On observe que pour e graphe haune d'entre

elles est exatement omposée de deux éléments distints de C. En�n l'intersetion

des θ-adhérenes strites de trois éléments de dimensions di�érentes ne ontient

auun élément de C.
Un exemple de graphe d'inidene véri�ant les deux premières propriétés des

graphes d'inidene de surfae mais pas la troisième est présenté sur la �gure

4.28. Un exemple de graphe d'inidene ne véri�ant pas la propriété de switch

est visualisé sur la �gure 4.29.

On peut noter que la propriété ii) garantit que l'α-dimension induite sur l'ordre obtenu par

ψIG→X orrespond à l'étiquetage des ellules du graphe d'inidene.

D'autre part, la propriété switch a permis à Brisson de dé�nir sur ses subdivisions un opé-

rateur qui, à tout triplet de ellules onséutives, assoie une unique ellule. La même propriété

étant véri�ée sur les graphes d'inidene de surfae, un opérateur identique peut y être onstruit :

Dé�nition 4.41 (Opérateur swith) Etant donné un graphe d'inidene de surfae, l'opéra-

teur switch est dé�ni de la manière suivante :

Pour tout triplet de ellules onséutives (ci−1, ci, ci+1),

switch(ci−1, ci, ci+1) = c
′i

ave ci−1 ≺ c′i ≺ ci+1
et c

′i 6= ci.
La ellule c

′i
est appelée la jumelle de ci relativement à (ci−1, ci+1

dans la subdivision ou

(ci−1, ci+1
-jumelle de ci

Bien entendu, lorsque switch(ci−1, ci, ci+1) = c
′i
alors switch(ci−1, c

′i, ci+1) = ci. De plus,
grâe aux ellules �tives c−1

et cn+1
ajoutées au graphe, et opérateur est bien dé�ni pour tout

i dans {0, · · · , n}.
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Fig. 4.26 � Illustration de la orrespondane entre les brins d'une n-G-arte et les (n+1)-uplets
du graphe d'inidene assoié.
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Fig. 4.27 � Exemple d'un graphe d'inidene de surfae.
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Fig. 4.28 � Exemple d'un graphe d'inidene qui n'est pas un graphed d'inidene de surfae.

Il véri�e les propriétés ii) et iii) mais pas iv). La θ-adhérene strite de A par exemple n'est pas

onnexe.
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(b) Sous-graphe où la propriété switch

n'est pas respetée.

Fig. 4.29 � Exemple d'un graphe d'inidene 4.29(a) qui ne possède pas la propriété de switch.

En e�et, il existe 4 1-ellules : c, d, f et h entre la 0-ellule D et la 2-ellule F2 4.29(b).
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4.2.3 Fil onduteur de la preuve de l'équivalene entre un sous-ensemble

des n-G-artes et les n-surfaes

Avant de détailler la démonstration, nous dérivons ii le �l onduteur de la preuve. Les

graphes d'inidene de surfae sont utilisés omme un pont entre les n-G-artes simpliiales

onnexes fermées et les n-surfaes. Nous expliquons d'abord les prinipales idées sous-tendant

la démonstration de l'équivalene des graphes d'inidene de surfaes de dimension n et des

n-surfaes. Nous envisageons ensuite omment prouver le lien entre les n-G-artes et les graphes
d'inidene de surfae.

n-surfae et graphe d'inidene de surfae

La �gure 4.30 montre un exemple d'un graphe d'inidene de surfae et d'une n-surfae
équivalents.
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(b) 2-surfae.

Fig. 4.30 � Graphe d'inidene de surfae de dimension 2 et 2-surfae équivalents.

La preuve est réalisée par indution sur la dimension n. On prouve que pour tout n, un
graphe d'inidene de surfae de dimension n est une n-surfae et réiproquement.

L'équivalene est laire pour n = 0 (f Fig. 4.31)

Pour n > 0, on prouve que tout sous-graphe onstruit sur la θ-adhérene strite de n'importe

quel élément d'un graphe d'inidene de surfae est lui aussi un graphe d'inidene de surfae. On

montre ensuite qu'un graphe d'inidene étendu qui est loalement partout un graphe d'inidene

de surfae est aussi globalement un graphe d'inidene de surfae. Autrement dit, un graphe

d'inidene étendu IG∗
C tel que tout sous-graphe onstruit sur la θ-adhérene strite de n'importe

lequel de ses éléments est un graphe d'inidene de surfae est, lui-même, un graphe d'inidene

de surfae. Ainsi, un graphe d'inidene de surfae de dimension n peut être dé�ni réursivement.

Il s'agit simplement d'un graphe d'inidene étendu tel que tout sous-graphe onstruit sur la

strite θ-adhérene de n'importe lequel de ses éléments est un graphe d'inidene de surfae de

dimension (n− 1).

Comme les graphes d'inidene de surfae de dimension n et les n-surfaes sont équivalents
pour n = 0 et qu'ils sont bâtis via la même réurrene pour tout n > 0, ils sont don équivalents
pour tout n.
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mension 0.

Fig. 4.31 � Equivalene entre 0-surfae et graphe d'inidene de surfae de dimension 0.

n-G-arte simpliiale onnexe fermée et graphe d'inidene de surfae

Un exemple de n-G-arte simpliiale onnexe fermée et un graphe d'inidene de surfae

équivalents sont dessinés sur la �gure 4.32.
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mension 2.

Fig. 4.32 � Une 2-G-arte et une graphe d'inidene de surfae équivalents.

Nous allons d'abord prouver que le graphe d'inidene assoié à toute n-G-arte simpliiale

onnexe fermée est un graphe d'inidene de surfae. Un tel graphe véri�e déjà une partie de

la dé�nition puisque haune de ses ellule appartient à au moins un (n + 1)-uplet de ellules.

Il faut don montrer que les (n + 1)-involutions dé�nies sur une arte induisent un opérateur



4.2. CARTES ET ORDRES 159

switch sur le graphe d'inidene. Ces involutions sont en e�et des involutions sur les brins de la

arte et induisent don (n+1) involutions sur les (n+1)-uplets du graphe d'inidene assoié. Et

nous verrons alors omment la propriété de simpliité maximale entrant dans la aratérisation

des artes simpliiales (Thé 4.32 page 142) permet de montrer que es involutions induisent

une propriété de switch sur les (n + 1)-uplets. Il faut ensuite véri�er la propriété relative à

l'intersetion des θ�
-adhérenes de tout sous-ensemble totalement ordonné de ellules de C.

A ette �n, on utilise la propriété de simpliité minimale de la arte, pour montrer que si

l'intersetion est non vide et ontient plus de deux éléments, il est possible de relier deux ellules

quelonques de l'intersetion par un hemin du graphe qui reste dans l'intersetion. On démontre

pour ela une sorte de onnexité entre (n + 1)-uplets ontenant un nombre �ni de ellules pré-

déterminées.

La réiproque a déjà été partiellement prouvée par Brisson [33℄. Nous ommençons par prou-

ver que l'opérateur switch dé�ni sur un graphe d'inidene de surfae de dimension n induit

(n + 1)-involutions sans point �xe sur les (n + 1)-uplets de ellules du graphe. Nous montrons

ensuite que es involutions permutent lorsqu'il existe une di�érene d'au moins 2 entre leurs

indies. Le (n + 2)-uplet onstitué de l'ensemble des (n + 1)-uplets de ellule du graphe d'ini-

dene de surfae, et des (n+1) involutions est ainsi une n-G-arte fermée respetant la propriété

de simpliité maximale (Thé. 4.32). On utilise ensuite la aratérisation réursive des graphes

d'inidene de surfae pour montrer qu'il est possible de passer de tout (n+ 1)-uplet ontenant
un ensemble de k-ellules déterminés (k ∈ {0, · · · , n + 1}) à n'importe quel autre (n + 1)-uplet
ontenant les mêmes ellules en utilisant une omposition d'involutions dont les indies sont

di�érents des dimensions des ellules �xées. Cei traduit tout simplement le aratère simpliial

de la arte obtenue.

Organisation de la preuve

n-G-arte
simpliiale

onnexe fermée

nGCIG−conversion

(Th. 4.53 p. 167)
=⇒

IGnGC−conversion

(Th. 4.57 p. 171)⇐=

graphe

d'inidene

de surfae

IGnS−conversion

(Th. 4.48 p. 163)
=⇒

nSIG−conversion

(Th. 4.48 p. 163 )⇐=

n-surfae

4.2.4 Preuve de l'équivalene entre un sous-ensemble des n-G-artes et les

n-surfaes

On montre d'abord que les graphes d'inidene de surfae de dimension n et les n-surfaes
sont équivalents. On prouve ensuite l'équivalene entre les n-G-artes simpliiales onnexes fer-

mées et les graphes d'inidene de surfae. On déduit �nalement de es deux équivalenes le lien

entre les n-G-artes simpliiales onnexes fermées et les n-surfaes.

Equivalene entre les n-surfaes et les graphes d'inidene de surfae

On ommene par expliiter la relation entre la θ-adhérene strite d'un élément dans un

graphe d'inidene et la restrition de la θ-adhérene strite de e même élément à un sous-

graphe.

Lemme 4.42 Soit IGC un graphe d'inidene. Soit C ′ ⊆ C, et c ∈ C ′
. Alors C ′∩θ�(c) = θ�

|C′(c)
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Preuve :

θ�
C′(c) = {c′ ∈ C ′, (c, c′) ∈ θ� ∩ (C ′ × C ′)}

= {c′ ∈ C, (c, c′) ∈ θ�} ∩ C ′

= θ�(c) ∩ C ′

✷

Ce lemme onduit au orollaire suivant qui sera partiulièrement utile par la suite :

Corollaire 4.43 Soit IGC un graphe d'inidene, et c un élément de C. On note θ|θ�(c) la

restrition de θ au sous-graphe d'inidene onstruit sur les éléments de θ�(c).
Pour tout c′ dans θ�(c), la θ�

|θ�(c)
-adhérene de c′ dans le graphe d'inidene induit sur θ�(c)

est égale à l'intersetion de la θ�
-adhérene de c′ dans C et de la θ�

-adhérene de c dans C :

∀c ∈ C,∀c′ ∈ θ�(c), θ�

|θ� (c)
(c′) = θ�(c′) ∩ θ�(c)

Preuve : La preuve est immédiate, en posant dans le lemme 4.42, C ′ = θ�(c). On a alors bien

c′ ∈ C ′
et ainsi θ�(c) ∩ θ�(c′) = θ�

|θ�(c)
(c′)

✷

On démontre maintenant deux lemmes qui, ensemble, fournissent une dé�nition réursive

des graphes d'inidene de surfae de dimension n.
Le lemme suivant exprime le fait qu'étant donné un graphe d'inidene de surfae tout sous-

graphe de la forme θ�(c) ave c ∈ C est aussi un graphe d'inidene de surfae. Une illustration

de e lemme se trouve sur la �gure 4.33.
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Fig. 4.33 � Un graphe d'inidene de surfae de dimension 2 4.33(a) et un de ses sous-graphes,

onstruit sur θ�(A), qui est un graphe d'inidene de surfae de dimension 1 4.33(b).
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Lemme 4.44 Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae de dimension n ≥ 1, alors ∀c ∈ C,

θ�(c) est un graphe d'inidene de surfae de dimension (n− 1)

Preuve : Soit ci une i-ellule de C, i ∈ {0, · · · , n}. On onsidère (θ�(ci),≺ci) qui est bien

entendu un graphe d'inidene de dimension n − 1. On doit prouver que θ�(ci) est aussi

un graphe de surfae.

i). La propriété iv) des graphes de surfae, indique que (θ�(ci),≺ci ◦
est onnexe.

ii). De même toute ellule cj de θ�(ci) étant une ellule de C, appartient à un (n+1)-uplet
de ellules dans C : (c0, · · · , cj , · · · , cn). ci appartient aussi à au moins un (n + 1)-
uplet de ellules de C : (c

′0, · · · , c′i−1, ci, c
′i+1, · · · , c′n). Si cj < ci, il existe un suite

de ellule c
′′j+1 ≺ c

′′j+2 ≺ · · · ≺ c
′′i−1

telles que cj ≤ c
′′j+1

et c
′′i−1 ≺ ci alors cj

appartient au (n+ 1)-uplet : (c0, · · · , cj−1, cj , c
′′j+1, · · · , c′′i−1, ci, c

′i+1, · · · , c′n). Et cj
appartient ainsi au n-uplet (c0, · · · , cj−1, cj , c

′′j+1, · · · , c′′i−1, c
′i+1, · · · , c′n) de θ�(ci).

Le raisonnement est identique pour ci < cj.

iii). On montre maintenant que tout θ�
-triplet est un θ�

-triplet.

Comme θ�(ci) = {cj ∈ C, cj < ci or ci < cj}, les θ�(ci)-triplets de ellules onséu-

tives ont une des formes suivantes :

� (cj−1, cj , cj+1) ave j + 1 ≤ i− 1 ou j − 1 ≥ i+ 1,
� (ci−2, ci−1, ci+1)
� (ci−1, ci+1, ci+2).
Toues les θ�(ci)-triplets de ellules onséutives (cj−1, cj , cj+1), pour j + 1 ≤ i − 1
ou j − 1 ≥ i + 1 sont des switch IG∗

C-triplets et véri�ent don la propriété iii) des

graphes d'inidene de surfae. Il reste à prouver que ette propriété reste vraie sur

les θ�(ci)-triplets de ellules onséutives restants. Or il existe une bijetion entre

l'ensemble onstitué de es θ�(ci)-triplets de ellules onséutives et l'ensemble des

switch IG∗
C-quadruplets ontenant c

i
en seonde et troisième position.

Considérons par exemple (ci−2, ci−1, ci, ci+1) qui est un switch IG∗
C -quadruplet et

orrespond au θ�(ci)-triple (ci−2, ci−1, ci+1).

Comme (ci−2, ci−1, ci) est un switch IG∗
C-triplet, il existe une unique c

′i−1
qui soit

la (ci−2, ci)-jumelle de ci−1
dans IG∗

C .

(ci−2, c
′i−1, ci, ci+1) est ainsi l'unique switch IG∗

C -quadruplet qui di�ère de

(ci−2, ci−1, ci, ci+1) seulement sur la (i − 1)-ellule. c
′i−1

appartient aussi à θ�(ci).
Don c

′i−1
est la (ci−2, ci)-jumelle de ci−1

dans θ�(ci). On utilise le même argument

pour les triplets de la forme (ci−1, ci+1, ci+2), e qui permet de onlure ette partie

de la preuve.

iv). L'intersetion des θ�

|θ�(ci)
-adhérenes d'un ensemble d'éléments de θ�(ci) est égale à

l'intersetion des θ�
-adhérenes de es éléments dans C ave θ�(ci) (f Lemme 4.43).

Or IG∗
C est un graphe de surfae, le point iv) de la dé�nition 4.40 est don bien véri�é

pour le graphe d'inidene onstruit sur θ�(ci).

✷

Un opérateur switch peut ainsi être onstruit sur haque sous-graphe :

Corollaire 4.45 Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae et son opérateur switch assoié.

Alors ∀ci ∈ C∗
, l'opérateur switchci induit sur θ

�(ci) est tel que :
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� ∀(cj−1, cj , cj+1), tels que j + 1 ≤ i− 1 et j − 1 ≥ i+ 1,
switchci(c

j−1, cj , cj+1) = c
′j
, ave c

′j = switch(cj−1, cj , cj+1)
� ∀(ci−2, ci−1, ci+1),
switchci(c

i−2, ci−1, ci+1) = c
′i−1

, ave c
′i−1 = switch(ci−2, ci−1, ci),

� ∀(ci−1, ci+1, ci+2),
switchci(c

i−1, ci+1, ci+2) = c
′i+1

, ave c
′i+1 = switch(ci, ci+1, ci+2).

Le prohain lemme montre qu'un graphe d'inidene étendu IG∗
C de dimension au moins 1

qui est loalement partout un graphe d'inidene de surfae est lui-même un graphe d'inidene

de surfae.

Lemme 4.46 Soit IG∗
C un graphe d'inidene étendu onnexe de dimension n > 1, tel que

∀c ∈ C, θ�(c) est un graphe d'inidene de surfae de dimension n − 1 alors IG∗
C est aussi un

graphe d'inidene de surfae.

Preuve : On va prouver que IG∗
C véri�e bien les 4 propriétés aratérisant un graphe d'ini-

dene de surfae :

i). Par hypothèse, le graphe d'inidene est onnexe,

ii). Soit une ellule ci de C. On va prouver qu'il existe au moins un (n+1)-uplet de ellules
de C ontenant ci. θ�(ci) est un graphe d'inidene de surfae de dimension n − 1.
Soit cj une ellule de θ�(ci), il existe don au moins un n-uplet de ellules dans θ�(ci)
ontenant cj . Si j < i, e n-uplet est de la forme (c0, · · · , cj , · · · , ci−1, ci+1, · · · , cn).
Comme ci−1

et ci+1
appartiennent à θ�(ci), ci−1 ≤ ci ≤ ci+1

dans C. Et

(c0, · · · , cj , · · · , ci−1, ci, ci+1, · · · , cn) est un (n+1)-uplet de ellules de C ontenant ci.
Le raisonnement est similaire si j > i.

iii). Soit (ci−1, ci, ci+1) un IG∗
C-triplet de ellules onséutives. On doit prouver qu'il existe

un unique c
′i ∈ C, tel que (ci−1, c

′i, ci+1) soit aussi un switch IG∗
C-triplet. On re-

marque d'abord qu'au moins une des deux ellules ci−1
, ci+1

n'est pas une ellule

�tive est appartient don à C puisque IG∗
C est de dimension au moins 1. On sup-

pose par la suite que ci−1 6= c−1
(le raisonnement serait identique si on supposait

ci+1 6= cn+1
).

Nous prouvons d'abord qu'il existe au moins une telle ellule c
′i
, puis nous montrons

par l'absurde qu'il ne peut en exister auune autre.

(a) ci−1 6= c−1
implique par hypothèse que θ�(ci−1) est un graphe d'inidene de sur-

fae. Soit ci−2
une ellule de θ�(ci−1) (éventuellement c−1

) telle que (ci−2, ci, ci+1)
soit un switch θ�(ci−1)-triplet. Il existe don une unique c

′i ∈ θ�(ci−1), c
′i 6= ci,

telle que (ci−2, c
′i, ci+1) soit un switch θ�(ci−1)-triplet. Cei implique alors que

(ci−1, c
′i, ci+1) est un IG∗

C -triplet de ellules onséutives.

(b) S'il existe une troisième ellule c
′′i

tel (ci−1, c
′′i, ci+1) soit aussi un IG∗

C -triplet.

Alors c
′′i

appartient aussi à θ�(ci−1). Et (ci−2, c
′′i, ci+1) est un switch θ�(ci−1)-

triplet, mais il existe déjà deux tels triplets e qui est en ontradition ave les

propriétés de θ�(ci−1).

iv). Pour toute ellule c de C, θ�(c) est un graphe d'inidene de surfae et est

don onnexe. Soit un ensemble totalement ordonné d'éléments de C : {ci}i∈I ,
ave I ⊂ {0, · · · , n}, card(I) ≥ 2, tels que

⋂
i∈I θ

�(ci) 6= ∅. Soit un j ∈ I,
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⋂
i∈I\{j}(θ

�(ci)∩ θ�(cj))
⋂
i∈I θ

�(ci). Or d'après le lemme 4.43, ∀i ∈ I\{j}, θ�(ci)∩
θ�(cj) = θ�

|θ�(cj)
(ci). Autrement dit

⋂
i∈I θ

�(ci) =
⋂
i∈I\{j} θ

�

|θ�(cj)
(ci). Et puisque

θ�(cj) est un graphe d'inidene de surfae, l'intersetion possède bien la propriété

voulue.

✷

Ces deux lemmes onduisent au théorème suivant qui donne une aratérisation réursive

des graphes d'inidene de surfae de dimension n :

Théorème 4.47 (Caratérisation réursive des graphes d'inidene de surfae) Soit

IG∗
C = (C∗,≺) un graphe d'inidene étendu de dimension n, alors les deux propositions

suivantes sont équivalentes :

i). IG∗
C est un graphe d'inidene de surfae non vide,

ii). IG∗
C est tel que :

� si n = 0, C ontient exatement deux 0-ellules, c0 et c
′0

telles que c0 et c
′0

soient

(c−1, cn+1)-jumelles dans IG∗
C

� si n > 0, C est tel que pour tout c ∈ C, θ�(c) est un graphe d'inidene de surfae de

dimension n− 1.

Preuve : Nous allons prouver que i) ⇔ ii) pour tout n. La preuve est d'abord réalisée pour

n = 0 puis pour n > 0

n = 0 :

⇒ Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae tel que C ontienne seulement des 0-

ellules. Soit c−1
et c1 les deux ellules �tives de C∗

. C ontient au moins deux

0-ellules : c0 et c
′0
, telles que c0 et c

′0
soient (c−1, c1)-jumelles dans IG∗

C . Si C
ontient une autre 0-ellule, c

′′0
alors c

′′0
est fae de c1 et possède c−1

omme fae,

e qui est en ontradition ave la dé�nition des graphes d'inidene de surfae pour

lesquels il existe en tout et pour tout deux telles ellules.

⇐ Par dé�nition, un graphe d'inidene étendu, IG∗
C = (C∗

0 ,≺) pour lequel C0 ontient

seulement deux ellules c0 et c
′0
telles que c0 et c

′0
soient (c−1, c1)-jumelles dans IG∗

C

est un graphe d'inidene de surfae.

n > 0 :

⇒ Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae de dimension n. ∀c ∈ Cn, θ�(c) est par

le lemme 4.44 un graphe d'inidene de surfae de dimension n− 1.
⇐ Soit IG∗

C un graphe d'inidene étendu de dimension n remplissant les onditions de

ii). Pour tout c ∈ Cn, θ�(c) est un graphe d'inidene de surfae de dimension n− 1.
Comme la dimension de IG∗

C est, par hypothèse, stritement supérieures à 0, alors il
est via le lemme 4.46 un graphe d'inidene de surfae.

✷

Cette aratérisation réursive identique à la dé�nition des n-surfaes onduit immédiatement

au théorème i-dessous :

Théorème 4.48 (Equivalene entre les graphes d'inidene de surfae de dimension

n et les n-surfaes) Soit IGC = (C,≺) un graphe d'inidene et |X| = (X,α) un ordre
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i). IG∗
C = (C ∪ {c−1, cn+1},≺) est un graphe d'inidene de surfae ⇒ son ordre assoié est

une n-surfae,

ii). |X| = (X,α) est une n-surfae ⇒ son graphe d'inidene assoié est un graphe d'inidene

de surfae.

Lorsqu'un graphe d'inidene est un graphe d'inidene de surfae, ψIG→X est appelée une

IGnS-onversion. Et lorsqu'un ordre est une n-surfae, ψX→IG est nommée nSIG-onversion.
Comme les graphes d'inidene de surfae et les n-surfaes sont équivalents, il est possible

d'exprimer un lien entre l'opérateur switch sur les graphes d'inidene de surfae et les relations

α et β sur la n-surfae équivalente.

Corollaire 4.49 Soit IG∗
C = (C∗,≺) un graphe d'inidene de surfae et |X| = (X,α) une n-

surfae équivalente. Si on note X∗
, l'ensemble X auquel sont ajoutés deux éléments additionnels

y et y′ tels que ∀x ∈ X, y ∈ α(x) and x ∈ α(y′). Soit ψ∗
IG→X

la bijetion de C∗
sur X∗

alors :

∀(ci−1, ci, ci+1), switch IG∗
C−triplet,

switch(ci−1, ci, ci+1) = φ−1(α�(φ(ci+1)) ∩ β�(φ(ci−1))\{φ(ci)})

Equivalene entre les n-G-artes simpliiales onnexes fermées et les graphes d'in-

idene de surfae

On montre d'abord que le graphe d'inidene onstruit par l'appliation ψnGC→IG à partir

d'une arte simpliiale onnexe fermée est un graphe d'inidene de surfae. On prouve ensuite

que l'on peut dé�nir une appliation ψIG→nGC permettant de onstruire une arte simpliiale

onnexe fermée à partir d'un graphe d'inidene de surfae.

A�n de prouver que le graphe d'inidene assoié à une n-G-arte simpliiale onnexe fermée

est un graphe d'inidene de surfae, il est néessaire de mettre en évidene quelques propriétés

partiulières des orbites dé�nies sur les n-G-artes. Les deux premiers lemmes que nous intro-

duisons doivent être interprétés sur l'ensemble semi-simpliial numéroté assoié à la n-G-arte,
tandis que le dernier est plut�t relié à la subdivision ellulaire représentée.

Le premier lemme dit que pour toute n-G-arte fermée véri�ant la propriété de simpliité

maximale (f Thé 4.32-4.10), trois 0-simplexes étiquetés par des numéros onséutifs et reliés à

un même brin appartiennent à un unique 2-simplexe

6

Lemme 4.50 Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte fermée véri�ant la propriété de simpliité

maximale. Soit d un brin de D et i ∈ {1, · · · , n− 1},

<α>N−{i−1} (d)∩ <α>N−{i} (d)∩ <α>N−{i+1} (d) =<α>N−{i−1,i,i+1} (d)

Preuve : La preuve est réalisée en deux étapes :

⇐ Soit d′ ∈<α>N−{i−1,i,i+1} (d), il existe un nombre �ni de permutations β0, · · · , βh telles
que ∀k ∈ {0, · · · , h}, βk 6= αi−1, βk 6= αi , βk 6= αi+1 et d′ = dβ0 · · · βh. d′ appartient
don à <α>N−{i−1} (d)∩ <α>N−{i} (d)∩ <α>N−{i+1} (d).

6

On peut noter que ette propriété est forément véri�ée par une n-G-arte simpliiale. On montre ii qu'elle ne

dépend en fait pas de la propriété de simpliité minimale. Du point de vue du résultat �nal, ette démonstration

est super�ue mais il s'agit ii de bien mettre en évidene le r�le joué par haune des di�érentes propriétés des

n-G-artes simpliiales fermées onnexes dans l'obtention du résultat, autrement dit de bien voir où intervient

haune des hypothèses.
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⇒ Soit d′ ∈<α>N−{i−1} (d)∩ <α>N−{i} (d)∩ <α>N−{i+1} (d). On désire prouver qu'il

existe une omposition d'involutions permettant de passer de d à d′ et qui ne ontient

ni αi−1, ni αi, ni αi+1.

Comm d′ ∈<α>N−{i−1} (d), il existe un nombre �ni d'involutions parmi les αk, k ∈
N−{i−1}, telles que d′ soit l'image de d par une omposition de es involutions. Comme

il existe une di�érene d'au moins deux entre les indies des involutions inférieurs à i−1
et supérieurs à i− 1, on peut réarranger la omposition de es involutions de la manière

suivante :

d′ = dαj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αjm+1
· · ·αjp︸ ︷︷ ︸

i−1<jr

(4.25)

De même omme d′ ∈<α>N−{i} (d) et d′ ∈<α>N−{i+1} (d), on a aussi :

d′ = dαl1 · · ·αls︸ ︷︷ ︸
lr<i

αls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

i<lr

(4.26)

d′ = dαk1 · · ·αkt︸ ︷︷ ︸
kr<i+1

αkt+1
· · ·αkv︸ ︷︷ ︸

i+1<kr

(4.27)

Soit d′′ = dαj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

.

On remplae d par d′′αjm · · ·αj1 dans l'équation 4.26 et on obtient alors :

d′ = d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αl1 · · ·αls︸ ︷︷ ︸
lr<i

αls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

i<lr

(4.28)

Par l'équation 4.25, d′ est égal à d′′αjm+1
· · ·αjp et par l'équation 4.28 d′ est aussi égal

à d′′αjm · · ·αj1αl1 · · ·αlsαls+1
· · ·αlq .

En multipliant les deux �tés de l'équation 4.28 par αlq · · ·αls+1
et en substituant d′ par

d′′αjm+1
· · ·αjp on obtient :

d3 = d′′ αjm+1
· · ·αjp︸ ︷︷ ︸

i−1<jr

αlq · · ·αls+1︸ ︷︷ ︸
i<lr

= d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αl1 · · ·αls︸ ︷︷ ︸
lr<i

La première partie de l'égalité implique que d3 ∈<α>N−{i′} (d′′) pour tout i′ ≤ i − 1,
tandis que la seonde signi�e que d3 ∈<α>N−{i′} (d′′) pour tout i′ ≥ i. La propriété

de simpliité maximale implique que d3 = d′′. Et la seonde partie de l'égalité onduit

don à d′′ = d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<i

αl1 · · ·αls︸ ︷︷ ︸
lr<i

L'équation 4.28 devient alors :

d′ = d′′ αls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

i<lr

(4.29)

On remplae maintenant d par d′′αjm · · ·αj1 dans l'équation 4.27 :

d′ = d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αk1 · · ·αkt︸ ︷︷ ︸
kr<i+1

αkt+1
· · ·αkv︸ ︷︷ ︸

i+1<kr

(4.30)
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En substituant dans 4.30 d′ par sa valeur dans 4.29 et en multipliant de part et d'autre

par αkv
· · ·αkt+1

, on obtient :

d4 = d′′ αls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

i<lr

αkv
· · ·αkt+1︸ ︷︷ ︸
i+1<kr

= d′′ αjm · · ·αj1︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αk1 · · ·αkt︸ ︷︷ ︸
kr<i+1

La première égalité implique que d4 ∈<α>N−{i′} (d′′) pour tout i′ ≤ i, la seonde

indique que d4 ∈<α>N−{i′} (d′′) pour tout i′ ≥ i+1. La propriété de simpliité maximale

entraîne alors d4 = d′′. Autrement dit, d′′ = d′′αjm · · ·αj1αk1 · · ·αkt
. En remplaçant la

partie droite de la préédente équation par d′′ dans 4.30, on a alors :

d′ = d′′ αkt+1
· · ·αkv︸ ︷︷ ︸

i+1<kr

(4.31)

Ainsi d′ appartient à <α>N−{i−1,i,i+1} (d′′). Or par dé�nition, d′′ ∈<α>N−{i−1,i,i+1} (d),
e qui signi�e que <α>N−{i−1,i,i+1} (d′′) =<α>N−{i−1,i,i+1} (d). Et �nalement d′

appartient bien à <α>N−{i−1,i,i+1} (d).
✷

Le deuxième lemme indique que pour toute n-G-arte, un 1-simplexe entre deux 0-simplexes

numérotés i− 1 et i+ 1 appartient à au plus deux 2-simplexes.

Lemme 4.51 Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte. Soit d un brin de D et i ∈ {1, · · · , n−1},

<α>N−{i−1,i+1} (d) =<α>N−{i−1,i,i+1} (d)∪ <α>N−{i−1,i,i+1} (dαi)

Preuve : Par onstrution, <α>N−{i−1,i,i+1} (d)∪ <α>N−{i−1,i,i+1} (dαi) ⊂<α>N−{i−1,i+1}

(d).

Il reste à prouver que<α>N−{i−1,i+1} (d) ⊂<α>N−{i−1,i,i+1} (d)∪ <α>N−{i−1,i,i+1} (dαi).

Soit d′ ∈<α>N−{i−1,i+1} (d). Il existe alors un nombre �ni d'involutions parmi les αk,
k ∈ N −{i−1, i+1}, telles que d′ est l'image de d par une omposition de es involutions.

Comme il existe une di�érene d'au moins deux entre les indies des involutions inférieurs

à i− 1 et supérieurs à i+ 1, on peut réarranger la omposition de es involutions :

d′ = dαjm+1
· · ·αjp−1︸ ︷︷ ︸

i−1<jr<i+1

αj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αjp · · ·αjl︸ ︷︷ ︸
jr>i+1

∀k ∈ {m+ 1, · · · , p− 1}, jk = i, et omme αi est une involution on a don :

soit d′ = dαj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αjp · · ·αjl︸ ︷︷ ︸
jr>i+1

soit d′ = (dαi)αj1 · · ·αjm︸ ︷︷ ︸
jr<i−1

αjp · · ·αjl︸ ︷︷ ︸
jr>i+1

Ainsi, soit d′ ∈<α>N−{i−1,i,i+1} (d) soit d′ ∈<α>N−{i−1,i,i+1} (dαi). ✷
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Le troisième lemme montre que toute 1-ellule de la subdivision ellulaire assoiée à une

n-G-arte a au plus deux 0-faes et que toute (n − 1)-ellule est fae d'au plus deux n-ellules.

Lemme 4.52 Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte et d, d′ deux brins de D.

i). <α>N−{1} (d) = (<α>N−{1} (d)∩ <α>N−{0} (d)) ∪ (<α>N−{1} (d)∩ <α>N−{0} (dα0))

ii). <α>N−{n−1} (d) = (<α>N−{n−1} (d)∩ <α>N−{n} (d)) ∪ (<α>N−{n−1} (d)∩ <α>N−{n}

(dαn))

Preuve : i). ⇐ est immédiat. Il reste don à prouver ⇒. Soit d′ ∈<α>N−{1} (d). Il existe
alors un nombre �ni d'involutions parmi les αk, k ∈ N −{i}, telles que d′ soit l'image

de d par une omposition de es involutions. Comme il existe une di�érene d'au

moins deux entre les indies des involutions inférieurs à 1 et supérieurs à 1, on peut

réarranger la omposition d'involutions de sorte que :

d′ = dαl1 · · ·αls︸ ︷︷ ︸
lr<1

αls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

1<lr

(4.32)

Autrement dit, lr = 0 pour r ∈ {1, · · · , s}. Comme α0 est une involution, on a soit

d′ = dα0 αls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

1<lr

soit d′ = dαls+1
· · ·αlq︸ ︷︷ ︸

1<lr

. Autrement dit, d′ ∈<α>N−{1} (d)∩ <

α>N−{0} (d) ou d′ ∈<α>N−{1} (d)∩ <α>N−{0} (dα0).

ii). La preuve est similaire.

✷

Nous pouvons maintenant prouver le théorème suivant :

Théorème 4.53 (Constrution d'un graphe d'inidene de surfae à partir d'une

arte simpliiale onnexe fermée) Soit G = (D,α0, · · · , αn} une n-G-arte simpliiale

onnexe fermée. Le graphe d'inidene de surfae onstruit par ψnGC→IG à partir de G est un

graphe d'inidene de surfae.

On parle de nGCIG-onversion.

Preuve : Une 0-G-arte onnexe omporte exatement deux brins reliés par α0. La subdivision

assoiée est don omposée de deux 0-ellules déonnetées, son graphe d'inidene assoié

est don un graphe d'inidene de surfae (f Thé. 4.47). Il reste don à prouver le théorème

lorsque la dimension de la arte est stritement supérieure à 0.

i). La subdivision assoiée à toute arte onnexe de dimension supérieure à 0 est, par

dé�nition, onnexe.

ii). De plus omme nous l'avons déjà préédemment évoqué toute ellule du graphe d'in-

idene représentant la subdivisions assoiée à une arte appartient à au moins un

(n+ 1)-uplet de ellules.

iii). On doit prouver que le graphe d'inidene assoié à G a la propriété requise pour y

onstruire un opérateur switch. Cette propriété peut s'exprimer de manière équiva-

lente sur les (n+ 1)-uplets de ellule du graphe en tenant ompte de la présene des

deux ellules �tives c−1
et cn+1

[33℄. Pour tout ouple de ellules (ci−1, ci+1), il doit
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exister exatement deux ellules distintes ci et c
′i
telle que tous les (n + 1)-uplets

de ellules ontenant ci−1
et ci+1

ontiennent aussi soit ci, soit c
′i
. De plus, omme il

existe une bijetion entre l'ensemble des brins d'une n-G-arte véri�ant la propriété

de simpliité maximale et l'ensemble des (n + 1)-uplets de ellules du graphe d'ini-

dene assoié (Lemme 4.39 page 152), on peut réaliser la démonstration de manière

équivalente sur les brins ou les (n+ 1)-uplets de ellules.

Etant donnée deux ellules ci−1
et ci+1

, on hoisit un des (n + 1)-uplets de ellules

les ontenant et on appelle d l'unique brin de la arte assoié à e (n + 1)-uplet
de ellules. Par dé�nition des ellules de la subdivision assoiée (Déf. 3.19), le brin

dαi orrespond aussi à un (n + 1)-uplet de ellules ontenant à la fois ci−1
et ci+1

.

Et omme la n-G-arte onsidérée est fermée, et véri�e la propriété de simpliité

maximale, la i-ellule assoiée à d, <α>N−{i} (d) et di�érente de la i-ellule assoiée
à dαi, <α>N−{i} (dαi). Il existe don au moins deux i-ellules distintes entre ci−1

et

ci+1
. Il reste don à prouver qu'il n'en existe pas d'autre. On traduit ette ondition

en terme d'orbites de brins.

(a) Si i ∈ {1, · · · , n}, ∀d′ ∈ D, tel que d′ ∈<α>N−{i−1} (d) et d′ ∈<α>N−{i+1} (d)
⇒ soit d′ ∈<α>N−{i} (d), soit d′ ∈<α>N−{i} (dαi),

(b) ∀d′ ∈ D, d′ ∈<α>N−{1} (d) ⇒ d′ ∈<α>N−{0} (d) ou d′ ∈<α>N−{0} (dα0),

() ∀d′ ∈ D, d′ ∈<α>N−{n−1} (d) ⇒ d′ ∈<α>N−{n} (d) ou d′ ∈<α>N−{n} (dαn).

Les deux derniers points viennent diretement du Lemme 4.52. On prouve don le

premier point.

d′ ∈<α>N−{i−1} (d)∩ <α>N−{i+1} (d)

simplicité minimale⇐⇒ d′ ∈<α>N−{i−1,i+1} (d)

Lemme 4.51⇐⇒ d′ ∈<α>N−{i−1,i,i+1} (d)∪ <α>N−{i−1,i,i+1} (dαi)

Lemme 4.50⇐⇒ d′ ∈ (<α>N−{i−1} (d)∩ <α>N−{i} (d)∩ <α>N−{i+1} (d))

∪(<α>N−{i−1} (dαi)∩ <α>N−{i} (dαi)∩ <α>N−{i+1} (dαi))

Autrement dit, d′ ∈ orbitN−{i}(d) ou d
′ ∈<α>N−{i} (dαi).

iv). Pour prouver le dernier point, onsidérons un ensemble de ellules de C de dimensions

toutes di�érentes : ci0 < ci1 < · · · < cip (bien sûr p ≤ n). On note I = {i0, · · · , ip}. Si
l'intersetion de leur θ�

-adhérene est non vide, ela signi�e que p < n.

Soit deux ellules ek et e
′l
appartenant à ette intersetion. Il existe au moins un (n+

1)-uplet ontenant ci0 , ci1 , · · · , cip et ek et un (n + 1)-uplet ontenant ci0 , ci1 , · · · , cip
et e

′l
.

Soit de et de′ deux brins orrespondant à de tels (n+ 1)-uplets ontenant respetive-
ment e et e′.

Pour tout i ∈ I, <α>N−{i} (de) =<α>N−{i} (de′)

Comme la arte est simpliiale :
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<α>N−I (de) =
⋂

i∈I

<α>N−{i} (de)

et

<α>N−I (de′) =
⋂

i∈I

<α>N−{i} (de′)

On a ainsi <α>N−I (de) =<α>N−I (de′). Il existe don une omposition d'involutions

dont les indies n'appartiennet pas à I permettant de passer de de à de′ .

Si card(I) = n− 1, alors il existe un i tel que <α>{i} (de) =<α>{i} (de′). Autrement

dit de = de′αi. Et l'intersetion des θ�
-adhérenes ontient exatement deux éléments

de même dimension i déonnetés : <α>N−{i} (de) et <α>N−{i} (de′).

Si card(I) < n− 1, du point des vues de (n + 1)-uplets du graphe, ela signi�e qu'il

existe une suite �nie de (n + 1)-uplets haun di�érant d'une ellule par rapport

au préédent permettant de passer du (n + 1)-uplet assoié à de au (n + 1)-uplet
assoié à de

′

. On appelle y0, · · ·, ym ette suite de ellules. Tous les yi appartiennent
à l'intersetion des θ�

-adhérenes des ci, i ∈ I. Alors ek, y0, · · ·, ym, el onstitue
un hemin onnexe entièrement ontenu dans ette intersetion. ek et el sont don

onnetés dans ette intersetion.

✷

On montre maintenant qu'il est possible de onstruire une n-G-arte à partir d'un graphe

d'inidene de surfae. Le premier lemme dit que l'opérateur switch induit (n+ 1) involutions
sur les (n+ 1)-uplets de ellules du graphe d'inidene.

Lemme 4.54 Soit un graphe d'inidene de surfae IG∗
C . L'opérateur switch assoié induit

(n + 1) involutions sans point �xe switchi, i ∈ {0, · · · , n} sur l'ensemble des (n + 1)-uplets de

ellules de C, (c0, ccdots, ci, · · · , cn). Ces involutions sont dé�nies par :

switchi((c
0, · · · , ci−1, ci, ci+1, · · · , cn)) = (c0, · · · , ci−1, c

′i, ci+1, · · · , cn)

where c
′i = switch(ci−1, ci, ci+1)

Preuve : Pour toute paire de ellules (ci−1, ci+1) ∈ C∗ × C∗
, telles que ci−1 < ci+1

, on note

ci et c
′i
les (ci−1, ci+1)-jumelles dans C. Pour tout i ∈ {0, · · · , n}, on a, par dé�nition de

l'opérateur switch :

switchi(switchi((c
0, · · · , ci−1, ci, ci+1 · · · , cn)))

= switchi((c
0, · · · , ci−1, c

′i, ci+1 · · · , cn))
= (c0, · · · , ci−1, ci, ci+1 · · · , cn))

∀i ∈ {0, · · · , n}, switchi est don une involution sans point �xe.

✷
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Avant d'exprimer la onstrution d'une n-G-arte simpliiale à partir d'un graphe d'inidene

de surfae, il est néessaire de montrer deux propriétés sur les graphes d'inidene de surfae.

La première est un orollaire du théorème 4.47 page 163. Elle dit que l'intersetion des θ�
-

adhérenes de ellules appartenant à un même (n + 1)-uplet de ellules est soit vide, soit un

graphe d'inidene de surfae.

Lemme 4.55 Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae et {cij}j∈{0,···,p}, p ≤ n, un sous-

ensemble de ellules de C totalement ordonné pour la relation <. Soit C ′ =
⋂
j∈{0,···,p} θ

�(cij ).

Si C ′
n'est pas vide alors le graphe d'inidene induit sur C ′

est un graphe d'inidene de surfae

de dimension n− (p+ 1)

Preuve : On note I l'ensemble des indies des ellules hoisies. Si I est de ardinal 1 alors par

le lemme 4.44, CI = θ�(ci) est bien un graphe d'inidene de surfae de dimension n− 1.

Si la propriété est vrai pour tout I de ardinal inférieur ou égal à k, qu'en est-il lorsque

card(I) = k + 1 ?

I = {i0, · · · , ik} et on appelle I ′ l'ensemble {i0, · · · , ik−1}. Par l'hypothèse de réurrene, le
graphe d'inidene induit sur CI′ est un graphe d'inidene de surfae de dimension n− k.
D'autre part, omme ci0 < · · · < cik−1 < cik , cik ∈ CI′ . Et par dé�nition, CI = CI′∩θ�(cik).
Don par le lemme 4.42, CI = θ�

|CI′
(c). Ainsi le graphe d'inidene onstruit sur CI est, par

le lemme 4.44, un graphe d'inidene de surfae. Sa dimension est égale à elle du graphe

assoié à CI′ moins 1, autrement dit n− k − 1.

✷

La deuxième propriété requise exprime une sorte de onnexité par switch entre les (n+ 1)-
uplets d'un graphe d'inidene de surfae dont on a �xé un nombre �ni de ellules.

Lemme 4.56 Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae. Soit {cij}j∈{0,···,p} un sous-ensemble

de ellules de C totalement ordonné pour la relation <. Tout (n+ 1)-uplet ontenant es (p+ 1)
ellules peut être obtenu à partir de de n'importe quel autre (n+ 1)-uplet du graphe d'inidene

ontenant lui aussi es (p + 1) ellules par omposition d'un ensemble, éventuellement vide,

d'opérateurs switchi, i 6∈ {i0, · · · , ip}.

Preuve : On appelle Up l'ensemble des (n+1)-uplets de IG∗
C ontenant les ellules {cij}j∈{0,···,p}.

Si p = n, Up ne ontient qu'un élément et le lemme est véri�é.

Si p = n − 1, omme IG∗
C est un graphe d'inidene de surfae, Up possède exatement 2

éléments, reliés par switchin .

Pour p < n − 1, on va proéder par réurrene sur la dimension du graphe d'inidene

de surfae. On onsidère des graphes de dimension ≥ 1. En e�et, le as des graphes de

dimension 0 est réglé par la remarque sur le as p = n.

Si IG∗
C est de dimension 1, on onsidère deux 2-uplets qui n'ont auune ellule en ommun

(par hypothèse p < n− 1 = 0) : (c0, c1) et (c
′0, c

′1). Comme IG∗
C est onnexe, il existe un

θ-hemin entre c1 et c0, qui alterne des 0- et des 1-ellules : y0 (0-ellule), y1, · · ·, yk−1,

yk (1-ellule) (f Fig. 4.34). On peut don passer de (c0, c1) à (c
′0, c

′1) par le "hemin"

de 2-uplets : (c0, c1), (y0, c
1), (y0, y1), · · ·, (yl−1, yl), (c

′0, yl), (c
′0, c

′1). Par dé�nition de la

propriété switch et des opérateurs switchi induits sur les 2-uplets, on note que haun de

es 2-uplets est l'image de son prédéesseur par switch0 ou switch1. Le lemme est don

véri�é pour les graphes d'inidene de surfae de dimension 1.
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On suppose qu'il est véri�é pour les graphes de dimension n ≤ k. Qu'en est-il pour un

graphe de dimension n = k + 1 ? On onsidère deux (k + 1)-uplets de Up ave p < k. On
appelle respetivement {eij}j∈{p+1,···,k+1} et {e

′ij}j∈{p+1,···,k} les deux ensembles de ellules

omplétant es (k + 1)-uplets.

On onsidère le sous-graphe onstruit sur

⋂
j∈{0,···,p} θ

�(cij ). Le lemme 4.55 nous dit qu'il

s'agit d'un graphe d'inidene de surfae de dimension k−(p+1). Comme p ≤ n−2 = k−1,
le graphe est de dimension au moins 1 et ommme il s'agit d'un sous-graphe de IG∗

C , il

est de dimension au plus k. (eip+1 , · · · , ein) et (e
′ip+1, · · · , e′in) sont des (n−p)-uplets de e

graphe d'inidene. Comme la dimension du graphe est inférieure ou égale à k, l'hypothèse
de réurrene nous dit qu'il est possible de passer de l'un à l'autre en utilisant les opérateurs

switchij pour j ∈ {p+1, · · · , k}. Il est don possible dans le graphe de passer d'un (k+1)-
uplet à l'autre en utilisant une omposition d'appliation switchi ave i 6∈ {0, · · · , p}.

✷
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Fig. 4.34 � Exemple d'un graphe d'inidene de surfae de dimension 1, pour lequel

on peut passer de c1 à c
′0

par le hemin y0, y1, y2, y3, y4. On peut passer du 2-uplet
(c0, c1) au 2-uplet (c

′0, c
′1) en alternant par la séquene de switchi suivante : switch0,

switch1,switch0,switch1,switch0,switch1,switch0.

On peut maintenant exploiter es opérateurs pour formaliser la onstrution d'une n-G-arte
simpliiale onnexe fermée à partir d'un graphe d'inidene de surfae.

Théorème 4.57 (Constrution d'une n-G-arte simpliiale onnexe fermée à partir

d'un graphe d'inidene de surfae) Soit IG∗
C un graphe d'inidene de surfae et son

opérateur switch assoié. On dé�nit :

� D = {(c0β0
, · · · , cnβn

), c−1 ≺ c0β0
≺ c1β1

≺ · · · ≺ cnβn
≺ cn+1}

� αi, i ∈ {0, · · · , n} tel que

(c0β0
, · · · , ci−1

βi−1
, ciβi

, ci+1
βi+1

, · · · , cnβn
)
αi7→ (c0β0

, · · · , ci−1
βi−1

, ciβ′

i
, ci+1
βi+1

, · · · , cnβn
)

ave ci
β′

i
= switch(ci−1

βi−1
, ciβi

, ci+1
βi+1

)

Le (n+ 2)-uplet (D,α0, · · · , αn) ainsi dé�ni est une arte simpliiale onnexe fermée.

On parle alors de IGnGC-onversion.
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Preuve : La preuve est déomposée en 4 parties. On prouve d'abord que αi est une involution
sans point �xe, pour tout i ∈ {0, · · · , n}. On montre ensuite que ∀0 ≤ i < i+ 2 ≤ j ≤ n,
αiαj est une involution. Ces deux premières étapes montrent que (D,α0, · · · , αn) est une
n-G-arte fermée. La troisième étape vise à montrer qu'elle véri�e la propriété de simpliité

maximale. La quatrième termine la preuve en montrant qu'elle possède aussi la propriété

de simpliité minimale.

i). fermeture : Par onstrution, ∀i ∈ {0, . . . , n}, αi = switchi, omme dé�ni dans le

Lemme 4.54. Ainsi, ∀i ∈ {0, . . . , n}, αi est une involution sans point �xe,

ii). ommutativité : Il s'agit de prouver que αiαj est aussi une involution pour i < j − 1
ou i > j+1. Cei est équivalent à prouver que αiαj = αjαi puisque αi et αj sont des
involutions. La ondition sur la distane entre i et j garantit qu'αi ne modi�era auune

des cj−1
βj−1

, cjβj
, cj+1
βj+1

et qu'αj ne hangera pas non plus les ellules ci−1
βi−1

, ciβi
, ci+1
βi+1

.

Cei implique bien que αiαj est bien égal à αjαi.

iii). simpliité maximale : On prouve que :

∀d ∈ D,
i=n⋂

i=0

<α>N−{i} (d) = {d}

Soit d = (c0, · · · , cn) et d′ = (c
′0, · · · , c′n) deux éléments de D tels que :

d′ ∈
i=n⋂

i=0

<α>N−{i} (d) (4.33)

D'après l'équation 4.33, pour tout j ∈ N , d et d′ appartiennent tous deux à <α>N−{j}

(d), autrement dit d et d′ oïnident sur leur jth terme. Autrement dit, cj = c
′j
pour

tout j ∈ N et don d = d′.

iv). simpliité minimale : Etant données deux ellules de dimensions i et j, ci et cj , et
d un brin assoié à un (n + 1)-uplet ontenant ci et cj . D'après le lemme 4.56, tous

les (n + 1)-uplets passant par ci et cj sont reliés par une omposition d'involutions

switchk ave k 6∈ {i, j}. Autrement dit, en terme d'involutions sur les artes : <
α>N−{i} (d)∩ <α>N−{j} (d) =<α>N−{i,j} (d).

✷

Equivalene entre n-G-artes simpliiales fermées onnexes et n-surfaes

Les deux résultats préédents onduisent à l'équivalene suivante :

Théorème 4.58 (Equivalene entre les n-G-artes simpliiales onnexes fermées et

les n-surfaes) Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte et |X| = (X,α) un ordre tel qu'il existe

un isomorphisme entre leurs graphes d'inidene assoiés. Alors les deux propositions suivantes

sont équivalentes :

i). G est une n-G-arte simpliiale onnexe fermée,

ii). |X| est une n-surfae
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Si CG est l'ensemble des ellules de la subdivision représentée par une n-G-arte simpli-

iale G et ≤G la relation d'inidene entre es ellules, alors (CG,≤G) est la n-surfae as-

soiée à G, la dimension des ellules étant oubliée. Réiproquement, si D|X| est l'ensemble

des (n + 1) α-haînes d'une n-surfae |X|, alors (D|X|, α0, · · · , αn) est la n-G-arte simpliiale

onnexe fermée assoiée à |X|, où pour tout d = (x0, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn) ∈ D|X|, dαi =

(x0, · · · , xi−1, x
′i, xi+1, · · · , xn) ave x′i = (α✷(xi+1)∩β✷(xi−1))\{xi} lorsque i ∈ {1, · · · , n− 1},

x
′0 = α✷(x1)\{x0} et x′n = β✷(xn−1)\{xn}.

Théorème 4.59 Soit G = (D,α0, · · · , αn) une n-G-arte et |X| = (X,α) un ordre alors :

i). G est une n-G-arte simpliiale onnexe fermée ⇒ l'ordre assoié est une n-surfae,

ii). |X| est une n-surfae ⇒ la n-G-arte assoiée est une arte simpliiale onnexe fermée.

On parle alors respetivement de nGCnS-onversion et d'une nSnGC-onversion.

n-G-arte
simpliiale

onnexe fermée G

nGCIG−conversion→
IGnGC−conversion←

Graphe d'inidene

de surfae IG∗
C

D
→
← (n+ 1)-uplets de ellules

≺G ↔ ≺

αi ↔ switchi

Graphe d'inidene

de surfae IG∗
C

IGnS−conversion→
nSIG−conversion←

n-surfae |X|

C∗
ψIG→X→
ψX→IG←

X ∪ {y, y′}

≤ ↔ α

switch(ci−1, ci, ci+1) ↔ α�(φ(ci+1)) ∩ β�(φ(ci−1))\{φ(ci)}
⇓

n-G-arte
simpliiale

onnexe fermée G

nGCnS−conversion→
nSnGC−conversion←

n-surfae |X|

D
→
← (n+ 1) α-haînes

≤G ↔ α

dαi ↔ (x0(d), · · · , xi−1(d), x
′i, xi+1(d), · · · , xn(d))

ave x
′i = α�(xi+1(d)) ∩ β�(xi−1(d))\{xi(d)}

Pour être omplet, il nous reste à montrer le théorème suivant :

Théorème 4.60 (nGCnS-onversion et nSnGC-onversion) Une nGCnS-onversion et une

nSnGC-onversion sont l'inverse l'une de l'autre à isomorphisme près.
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Preuve : La preuve est réalisée en 2 étapes :

i). Soit |X| = (X,α) une n-surfae et |X ′| = (X ′, α′) l'image de |X| par une nSnGC-
onversion suivie d'une nGCnS-onversion. Par onstrution, |X ′| est aussi une n-
surfae. On appelle G = (D,α0, · · · , αn) la n-G-arte simpliiale onnexe fermée

intermédiaire.

Il su�t en fait de montrer qu'il existe une bijetion entre X et X ′
. Il existe en e�et

par onstrution un morphisme naturel entre (X,α�) et (X ′, α′�).

Soit x un élément de |X|, on note Cx l'ensemble des (n+1) α-haînes de |X| ontenant
x. Il existe une bijetion entre X et l'ensemble {Cx, x ∈ X}. D'après le lemme 4.56,

tout élément de Cx peut être obtenu à partir de n'importe quel autre élément de

Cx par ombinaison d'involutions switchi, ave i di�érent de dimα(x). Autrement

dit, soit c1 ∈ Cx, il existe d1 image de c1 dans D tel que l'image de Cx dans G soit

égale à l'orbite <α>N−{dimα(x)} (d1). D'autre part, si <α>N−{dimα(x)} (d1) 6=<
α>N−{dimα(x)} (d2), alors les antéédents de d1 et d2, respetivement c1 et c2 ne

sont pas onnetés par une omposition de switchi, i 6= dimα(x). Autrement dit, c2
n'appartient pas à Cx. Ainsi l'ensemble {Cx, x ∈ X} est en bijetion ave l'ensemble

{{<α>N−{i}}D, i ∈ {0, · · · , n}}. Par onstrution de X ′
, on obtient �nalement que

{Cx, x ∈ X} est en bijetion ave {Cx, x ∈ X ′}. Et ainsi X et X ′
sont en bijetion.

ii). Pour onlure, il su�t ii de remarquer que le graphe d'inidene d'une arte simpli-

iale onnexe fermée la dé�nit de manière unique à isomorphisme près. Or la n-surfae
intermédiaire entre deux n-G-artes simpliiales onnexes fermées est par onstrution

isomorphe au graphe d'inidene de la n-G-arte initiale. Don les deux n-G-artes
sont isomorphes.

✷

4.3 Bilan



Chapitre 5

Calul d'invariants topologiques : les

groupes d'homologie

Nous avons étudié dans les hapitres préédents di�érents modèles de représentation d'images

qui permettent de dérire la topologie des subdivisions et objets onsidérés. De nombreuses

appliations relatives à la manipulation des images s'appuient sur de tels modèles et néessitent

de pouvoir aratériser ou du moins préserver la topologie des objets les onstituant. Ainsi,

des algorithmes de lassi�ation ou d'indexation fondés sur des ritères topologiques ont été

développés dans le adre de l'analyse d'images. Certaines propriétés topologiques peuvent aussi

être employées omme desripteurs d'objets [9℄ et être ensuite exploitées dans des appliations

de reonnaissane de formes. On peut aussi souhaiter simpli�er des objets tout en préservant

leurs propriétés topologiques. Les algorithmes d'aminissement et de squelettisation sont des

as partiuliers de telles transformations. Certaines appliations peuvent parfois néessiter de

réaliser l'interpolation d'une image en garantissant à tout moment la onservation de sa topologie

[188℄. En modélisation, le respet de ontraintes topologiques est tout aussi apital pour garantir

la validité des opérations appliquées sur les objets. Ces quelques exemples montrent bien que la

omparaison d'objets d'un point de vue topologique est ruiale dans bien des appliations de

manipulation d'images.

La omparaison d'espaes est aussi un enjeu majeur de la topologie lassique. La notion

d'équivalene topologique de deux ensembles, synonyme d'homémorphisme (f Déf. A.8 page

210), est extrêmement di�ile à exprimer. Des outils ont été proposés, dans le adre de la topo-

logie algébrique, qui permettent de aratériser di�érents niveaux de ressemblane topologique.

On les appelle invariants topologiques. Il s'agit simplement de ertaines propriétés préservées par

homéomorphisme.

De nombreux travaux se sont déjà penhés sur la possibilité de dé�nir des invariants topo-

logiques sur les strutures utilisées pour représenter des images. Les groupes d'homotopie (f

page 215), parmi lesquels le groupe fondamental, ontiennent une grande part de l'information

topologique d'un objet. Plusieurs auteurs se sont intéressés à la dé�nition du groupe fondamen-

tal sur di�érents espaes lassiquement assoiés à des images [15, 27, 106, 148, 163℄. Cependant

la omparaison de es groupes est fortement liée à des problèmes indéidables (word problem

[148℄). Le alul de la aratéristique d'Euler des objets d'une image a donné lieu à l'ériture

de di�érents algorithmes (dont ertains sont présentés dans [110℄). Cependant, et invariant ne

ontient qu'une information très limitée sur la topologie de l'objet onsidéré.

Nous nous sommes intéressés à un autre invariant, les groupes d'homologie. Ils ontiennent
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en e�et plus d'informations que la aratéristique d'Euler et s'ils sont moins puissants que

les groupes d'homotopie, ils sont à la fois alulables et aisément omparables. De manière

informelle, on peut dire qu'ils permettent de aratériser les trous d'un objet dans toutes les

dimensions. Chaque groupe peut être aratérisé par un nombre �ni d'entiers et deux tels groupes

sont isomorphes s'ils ont la même dimension et sont assoiés aux mêmes entiers.

L'étude d'un tel invariant dans le adre de l'imagerie numérique amène à examiner diverses

questions. Il s'agit d'abord de déterminer si les strutures néessaires pour le dé�nir sont om-

patibles ave les modèles topologiques de représentation d'images, ou du moins ave ertains

d'entre eux. Il est aussi néessaire d'explorer les tehniques déjà proposées dans le adre de la

topologie lassique pour obtenir les informations ontenues dans es groupes, a�n de véri�er si

elles sont oniliables ave les ontraintes inhérentes à la programmation e�etive d'algorithmes

(omplexité en temps et en mémoire). En�n, il faut enore estimer la puissane de représen-

tation de et invariant dans le adre très partiulier de l'imagerie numérique et déterminer les

appliations pour lesquelles il est le plus adapté.

Comme nous le verrons dans la suite de e hapitre, le premier problème est assez aisément

résolu et la plupart des modèles ellulaires utilisés pour représenter des images permettent la

onstrution de groupes d'homologie

1

. La question du alul e�etif de l'information ontenue

dans es groupes s'avère beauoup plus di�ile à résoudre et onstitue enore en topologie

algébrique un sujet atif de reherhe. En e�et, l'algorithme lassique d'obtention de es groupes

met en jeu une rédution matriielle oûteuse à la fois en temps de aluls et en mémoire.

En outre, le hoix de la méthode dépend du type d'information que l'on souhaite extraire de

es groupes, soit une simple aratérisation, soit une famille de générateurs. Nous dérirons

dans la suite de e hapitre une méthode hybride [159℄ ombinant di�érentes optimisations, que

nous avons mise au point en ollaboration ave Samuel Peltier et Laurent Fuhs (laboratoire

SIC, Poitiers). Cette tehnique permet d'obtenir à la fois les entiers aratérisant les groupes et

une famille de "pseudo-générateurs" pour haun d'eux. A l'heure atuelle, nous ré�éhissons

à diverses appliations pouvant exploiter les onnaissanes fournies par le alul des groupes

d'homologie. Leur mise en ÷uvre onstituera un prolongement naturel de e travail.

Ce hapitre s'organise omme suit. La première setion rappelle les notions néessaires à

la ompréhension de la théorie de l'homologie. La deuxième explique la méthode théorique

d'obtention de es groupes. La troisième met en perspetive di�érentes mises en pratique de

e alul. La quatrième ontient la desription de la méthode proposée qui ombine l'obtention

de l'ensemble d'entiers ainsi que d'une famille de pseudo-générateurs de haun des groupes

alulés. Nous onluons en dérivant quelques unes des perspetives de ette étude.

5.1 Théorie de l'homologie

Nous présentons ii les grandes lignes de la théorie de l'homologie. Nous ommençons par en

donner une expliation intuitive, illustrée sur des exemples simples, avant de poser la dé�nition

formelle. Nous rappelons ensuite omment il est possible à partir d'une rédution matriielle

d'obtenir une aratérisation des groupes d'homologie. Nous onluons en dérivant une méthode

permettant d'extraire une famille de générateurs de es groupes à partir de aluls matriiels

légèrement di�érents des préédents.

1

La dé�nition d'un groupe d'homologie se fait relativement à un objet ellulaire mais aussi à un groupe abélien,

appelé groupe des oe�ients. On verra que ertaines strutures requièrent l'utilisation de groupes de oe�ients

partiuliers, tandis que d'autres sont ompatibles ave l'emploi de n'importe quel groupe abélien
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5.1.1 Dé�nition des groupes d'homologie

Les groupes d'homologie servent prinipalement à aratériser les "trous" d'un espae. Le

groupe H0 dérit le nombre de omposantes onnexes de l'espae onsidéré [162℄, son rang

β0 est en e�et égal au nombre de omposantes onnexes. Le groupe H1 aratérise les trous

de dimension 1. Plus intuitivement, son rang β1 représente le nombre maximal de "oupes

omplètes" que l'on peut réaliser à travers l'objet sans le déonneter [127℄. Pour bien voir la

signi�ation de l'expression "oupe omplète", il su�t d'imaginer un outeau traversant de part

en part un objet. Dans le as d'une sphère e nombre est égal à 0 : toute oupe omplète sépare

la sphère en deux. Pour un tore, e nombre est égal à 1 (f Fig. 5.1). Le rang β2 du groupe H2

ompte, quant à lui, le nombre de avités bordées par une frontière de dimension 2. Ainsi pour
une sphère pleine β2 sera égal à 0 et il vaudra 1 pour une sphère reuse.

(a) (b) ()

Fig. 5.1 � Une oupe omplète au travers un tore peut ne pas le déonneter, deux oupes le

déonnetent forément

Comprendre la signi�ation de Hk, pour k ≥ 3, devient plus omplexe, la notion de trou de

dimension k étant en e�et di�ilement onevable et représentable. Nous ommençons ii par

montrer omment l'algèbre permet de dé�nir de tels trous et omment il est alors possible de

onstruire un groupe d'homologie en dimension quelonque. Nous rappelons ensuite la dé�nition

formelle de es groupes.

Constrution intuitive

A un espae topologique, on souhaite assoier une famille de groupes {Hk}k∈N, telle que

haun de ses groupes permette de dérire les "trous k-dimensionnels" de l'espae. Il est don

néessaire de pouvoir distinguer des éléments de di�érentes dimensions dans l'espae. Ainsi,

aluler les groupes d'homologie d'un espae topologique de dimension n néessite, en premier

lieu, de disposer d'une déomposition ellulaire du dit espae en ellules de dimensions 0 à n.
A haune de es ellules est assoiée une orientation (f Fig. 5.2). Il faut ensuite préiser la

notion de "trou k-dimensionnel". Informellement, un tel trou est dé�ni omme un ensemble de

k-ellules entourant une avitée fermée de dimension k + 1. Les groupes d'homologie d'indies

stritement supérieurs à n sont don triviaux.

La notion de trou k-dimensionnel peut se dé�nir de façon purement algébrique. Etant donné
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Fig. 5.2 � Quelques exemples d'orientations de simplexes

un espae X et une déomposition ellulaire assoiée, on onsidère l'ensemble des ellules de

dimension k de la déomposition et on note Ck(X) le groupe algébrique libre onstruit sur

es ellules. Ce groupe est appelé groupe des k-haînes. La base naturelle de e groupe est,

bien entendu, omposée de l'ensemble des k-ellules. Une k-haîne est alors dé�nie omme une

somme algébrique de k-ellules. Une telle somme est purement formelle et n'admet pas toujours

une interprétation géométrique. Pour être tout à fait exat, il faut ajouter qu'il est en réalité

possible de onstruire plusieurs groupes de haînes sur un même ensemble de k-ellules. Si on
onsidère un groupe abélien G, le groupe de Ck(X;G) est le groupe de haînes onstruites

sur les k-ellules de X à oe�ients dans G. Les k-haînes sont alors simplement des sommes

de k-ellules telle que haque ellule apparaissant dans la somme est préédée d'un oe�ient

multipliateur appartenant à G. Les groupes de oe�ients les plus largement utilisés sont les

groupes Z et Z/pZ.

Sur la �gure 5.3(a), une base de C0(X) est formée de x et y, et une base de C1(X)
est onstituée de a, b, c et d. Une 1-haîne (à oe�ients dans Z) est, par exemple,

a+2b+3c. Cette somme ne possède pas ii d'interprétation géométrique évidente.

La somme a+(−1)b, par ontre, peut être interprétée omme une boule enrainé

en y.
Sur la �gure 5.3(b), une base de C2(X) est omposée des ellules A et B.

Il faut ensuite dé�nir une notion de bord. Le bord d'une ellule de dimension k est dé�ni à

l'aide d'un ensemble de ellules de dimension k−1. Pour exprimer ette relation, on onstruit une

appliation entre Ck(X) et Ck−1(X), appelée opérateur bord, qui à tout ensemble de k-ellules
assoie une somme algébrique de (k − 1)-ellules. Cette appliation est un homomorphisme de

groupe, généralement noté ∂k. Les matries utilisées pour représenter es homomorphismes sont

appelées matries d'inidene. On expliite généralement et homomorphisme sur les éléments

de la base naturelle de Ck(X), le bord de tout haîne peut ensuite être diretement déduit par

linéarité. Une k-haîne est appelée k-bord, s'il existe une (k+1)-haîne dont elle est l'image par

∂k+1. L'ensemble des k-bords onstitue un sous-groupe de Ck et est dénoté par Bk. Bk est très

exatement le sous-groupe Im ∂k+1.

Un opérateur bord naturel entre les groupes de haînes C1(X) et C0(X) des �gures
5.3(a) et 5.3(b) sera dé�ni par : ∂1(a) = x− y, ∂1(b) = x− y, ∂1(c) = x− y, et
∂1(d) = x− y.
Le bord de la haîne a− b, ∂1(a− b), est alors égal à ∂1(a)− ∂1(b) = 0, et le bord

de a+ b est lui égal à 2x− 2y.
L'opérateur bord naturellement dé�ni entre C2(X) et C1(X) sur l'objet représenté
par la �gure 5.3(b) est : ∂2(A) = a− b et ∂2(B) = c− d
Sur la �gure 5.3(b), a− b+ c− d est un 1-bord, il est bord de la 2-haîne A+B.
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On dé�nit ensuite la notion de k-yle. Un k-yle est une k-haîne dont le bord est nul,

autrement dit une sorte d'enveloppe fermée de dimension k. Un tel k-yle dé�nit un trou k-
dimensionnel s'il n'est pas un k-bord, autrement dit si l'enveloppe fermée qu'il onstitue ne

ontient pas un objet de dimension k + 1. L'ensemble des k-yles forme un sous-groupe de Ck.
On le note généralement Zk (de l'allemand Zyklus). Par onstrution, Zk = Ker ∂k.

Sur les �gures 5.3(a) et 5.3(b), a − b est un yle, ainsi que b − c, c − d, a − d,
a− b+ c− d . . .
Sur la �gure 5.3(a), a− b n'est le bord d'auune 2-haîne, et dé�nit don un trou

de dimension 1. Sur la �gure 5.3(b), en revanhe, a − b onstitue le bord de la

2-haîne A.

Etant donné une subdivision ellulaire, on peut noter qu'il peut exister plusieurs k-yles qui
ne sont pas des bords entourant (de plus ou moins près) un même k-trou. Comme l'on herhe à

aratériser haque trou de dimension k, il s'agit alors d'organiser l'ensemble de es k-yles en
di�érentes lasses, haune assoiée à un k-trou di�érent. De manière plus formelle, on onstate

que deux k-yles enerleront le même k-trou si leur di�érene est un k-bord. Deux tels yles

zk1 et zk2 seront alors dit homologiquement équivalents. Et on érira zk1 ≃ zk2 pour signi�er qu'il

existe zk+1
et zk tel que zk1 −zk2 = zk ave zk = ∂k+1z

k+1
. Il faut noter que ette égalité requiert

impliitement que zk soit un yle. De manière générale, on impose que tout k-bord soit un k-
yle, a�n que les lasses d'équivalene dé�nies par la relation d'équivalene homologique soient

préisément les éléments du groupe quotient Zk/Bk. Autrement dit, on impose que ∂k∂k−1 soit

trivial pour tout k > 0.
Le kème groupe d'homologie est alors naturellement dé�ni omme e groupe quotient Zk/Bk

qui ontient l'information relative aux k-trous présents dans l'espae onsidéré.

Sur la �gure 5.3(b), les yles b − c, a − c, d − b, a − d . . . dé�nissent le même

trou (préisément délimité par les arêtes b et c).
Et, on a bien, par exemple, a− c = a− b+ b− c = ∂2(A) + (b− c), autrement dit

a− c ≃ b− c.

y
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Fig. 5.3 � Exemples d'objets ellulaires simples ontenant un ou plusieurs 2-trous

Pour résumer, la dé�nition d'un ensemble de groupes d'homologie sur un espae topologique

requiert l'existene :
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i). d'une déomposition ellulaire sur et espae, a�n de disposer d'un groupe de haînes dans

haque dimension,

ii). d'un opérateur bord pour haque dimension présente dans le omplexe, tel que ∂k∂k−1 = 0.
Par abus de langage, on note souvent ∂∂ = 0.

On peut prouver qu'un ensemble d'opérateurs bords satisfaisant ette propriété peut être

assoié à la plupart des subdivisions ellulaires utilisées pour représenter des images. Ainsi les

omplexes simpliiaux abstraits [8℄, les omplexes ubiques [98, 153, 190℄ ou plus généralement

les a-omplexes [8℄, dans le adre des subdivisions ellulaires ne présentant pas d'identi�ations,

possèdent ette propriété. Les ensembles simpliiaux et semi-simpliiaux, dans le ontexte des

subdivisions ontenant éventuellement des identi�ations, véri�ent aussi ette ondition [151,

158℄.

Dé�nition formelle

Plus généralement, on est apable de onstruire une théorie de l'homologie dès lors que l'on

dispose de e qu'on appelle un omplexe de haînes :

Dé�nition 5.1 (Complexe de haînes) Un omplexe de haînes C = (Cp, ∂p) est une suite

. . . −→ Cp+1
∂p+1−→ Cp

∂p−→ Cp−1 . . . −→

de groupes abéliens Cp (groupe des p-haînes) et d'homomorphismes ∂p tels que ∂p ◦ ∂p+1 = 0.

Le pème groupe d'homologie se dé�nit alors omme préédemment en s'appuyant sur les

sous-groupes Ker ∂p et Im ∂p+1.

Dé�nition 5.2 (Groupes d'homologie) Etant donné un omplexe de haînes C = (Cp, ∂p),
le pème groupe d'homologie de C est dé�ni par :

Hp(C) = Zp(C)/Bp(C)

où Zp(C) = Ker ∂p et Bp(C) = Im ∂p+1

Lorsqu'auune onfusion n'est possible, on omettra le nom du omplexe des haînes dans la

notation des groupes.

Par la suite, on ne onsidère que des omplexes de haînes pour lesquels Cp est un groupe

�ni quel que soit p. Ainsi, tous les groupes d'homologie assoiés, Hp(C), sont de type �ni (f

Déf. D.6 page 238). De plus, haun des homomorphismes ∂p peut alors être représenté dans

des bases partiulières par une matrie en forme de normale de Smith (f Thé. 5.3 page 181).

La setion suivante montre omment exploiter ette forme normale pour extraire l'information

ontenue dans les groupes d'homologie.

5.1.2 Déomposition d'un groupe d'homologie : forme normale de Smith

Nous expliquons d'abord e qu'est la forme normale de Smith d'un homomorphisme de

groupe. Nous rappelons ensuite le théorème fondamental des groupes abéliens de type �ni qui

garantit qu'il est possible de aratériser un tel groupe à l'aide d'un ensemble �ni d'entiers. Nous

montrons en�n omment on relie lassiquement les formes normales de Smith des opérateurs bord

d'un omplexe de haînes à la aratérisation de ses groupes d'homologie.
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Forme normale de Smith d'un homomorphisme de groupes

On peut montrer [156, 157, 176℄ que tout homomorphisme de groupes peut être représenté

dans des bases partiulières par une matrie dont les seuls éléments non nuls sont situés sur la

diagonale d'une sous-matrie arrée située dans le oin supérieur gauhe de la matrie. En outre,

es éléments non nuls possèdent une propriété partiulière : l'élément situé sur la ligne i est un
diviseur de l'élément positionné sur la ligne i + 1 (et par transitivité de tout élément non nul

appartenant à une ligne d'indie stritement supérieur).

Théorème 5.3 (Forme normale de Smith) Soient deux groupes abéliens libres G et G′
de

rang, respetivement n et m et une appliation f : G −→ G′
un homomorphisme de groupes.

Alors il existe une base de G et une base de G′
telles que, la matrie représentant f dans es

bases ait la forme :




b1 0
.

.

.

0 bl

0

0 0




ave bi ≥ 1 et b1|b2| · · · |bl.
Cette forme est appelée forme normale de Smith de l'homomorphisme f et les bj supérieurs

à 1 sont appelés les fateurs invariants de f .

Déomposition des groupes abéliens de type �ni

Les notions essentielles de théorie des groupes apparaissant dans le théorème suivant sont

rappelées en annexe D page 237.

Ce théorème explique omment déomposer tout groupe abélien de type �ni en une somme

partiulière de sous-groupes :

Théorème 5.4 (Théorème fondamental des groupes abéliens de type �ni) Soit G un

groupe abélien de type �ni, et T son sous-groupe de torsion.

i). Il existe un sous-groupe abélien libre F de G de rang �ni β tel que

G = F ⊕ T
ii). Il existe un ensemble �ni de sous-groupes yliques �nis T1, · · · , Tk où Ti est d'ordre ti > 1,

tels que ti|tj pour tout 1 ≤ i < j ≤ k et

T = T1 ⊕ . . .⊕ Tk
iii). Les nombres β, t1, · · · , tk sont aratérisés de manière unique par G.

β est appelé nombre de Betti de G et les nombres t1, . . . , tk sont onnus sous le nom de

oe�ients de torsion. Ce théorème implique que tout groupe abélienG de type �ni est isomorphe

à la somme direte des groupes :

G ≃
β︷ ︸︸ ︷

Z⊕ . . . ⊕ Z⊕ Z/t1Z⊕ . . . ⊕ Z/tkZ

La sous-somme Z/t1Z⊕ . . .⊕Z/tkZ est naturellement appelée déomposition ylique de G.
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Lien entre forme normale de Smith et déomposition des groupes d'homologie

Etant donné un omplexe des haînes C = {(Cp, ∂p)}, nous allons rappeler ii omment

montrer que les fateurs invariants de ∂k+1 sont préisément les oe�ients de torsion de Hk.

En outre, si on appelle Dp et Dp+1 les matries en forme normale de Smith représentant res-

petivement ∂p et ∂p+1, on va expliquer pourquoi le nombre de Betti de Hp peut être obtenu

en soustrayant le nombre de olonnes nulles de Dp au nombre de lignes non nulles de Dp+1. Ces

rappels se fondent prinipalement sur les travaux de Munkres [156℄.

Dans ette setion, sont présentées les prinipales preuves qui permettent d'obtenir le résultat

souhaité et montrent bien omment il est possible de raisonner sur es groupes. Les résultats

prinipaux apparaissent dans les théorèmes 5.10 et 5.12 page 185 qui sont des onséquenes

presques diretes du lemme 5.9 page 184.

Pour bien omprendre omment déomposer un groupe d'homologie, on s'intéresse tout

d'abord au groupe de yles orrespondant. On peut en e�et montrer qu'il existe di�érents

types de yles. Certains sont bords d'une haîne de dimension supérieure. D'autres ne le sont

pas mais il existe une haîne égale à k fois un tel yle (k > 1) qui est bord d'une haîne de

dimension supérieure. D'autres en�n, même s'ils sont additionnés plusieurs fois, ne sont jamais

bord.

Plus onrètement, la deuxième atégorie de yles orrespond à la présene de torsions dans

le omplexe de haînes onsidéré. Il est di�ile de onevoir la notion de torsion, ar de telles

on�gurations ne peuvent pas apparaître dans des objets plongeables en 2 et 3 dimensions.

Historiquement d'ailleurs, Poinaré qui fut le premier à introduire ette notion d'homologie, ne

onsidéra en premier lieu que les informations fournies par la partie libre avant de se rendre

ompte qu'il était néessaire d'introduire les torsions pour ompléter la desription des trous

[178℄. Un exemple lassique dans lequel peuvent apparaître de tels yles est la bouteille de

Klein

2

(Fig. 5.4).

a b c

d

e d

e

a

acba

(a) Subdivision représentant la bouteille

de Klein

z1

(b) bouteille de Klein

Fig. 5.4 � Bouteille de Klein : on peut montrer que le yle z1 = [a, d] + [d, e] + [e, a] n'est le
bord d'auune 2-haîne mais que 2z1 est le bord de la 2-haîne omposée de tous les 2-simplexes

orientés omme sur la �gure [156℄

Par la suite, on notera 0p l'élément neutre du groupe Cp.

2

La bouteille de Klein est une surfae étudiée en 1882 par Klein dont on ne peut distinguer l'intérieur de l'exté-

rieur. Son nom original "Kleinshe Flahe" (surfae de Klein) a été (malenontreusement ou "humoristiquement")

traduit par "bouteille de Klein" (Kleinshe Fläshe).
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On ommene par dé�nir un sous-groupe d'un groupe de haînes, appelé groupe des bords

faibles puis on montre qu'il ontient préisément les yles de la première et de la deuxième

atégorie.

Dé�nition 5.5 (Bords faibles) L'ensemble

Wp = {cp ∈ Cp/∃λ ∈ Z
∗, λcp ∈ Bp}

qui est un sous-groupe de Cp est appelé groupe des bords faibles.

Par la suite, on appellera bord faible strit, tout bord faible qui n'est pas un bord.

Lemme 5.6 Bp ⊂Wp ⊂ Zp ⊂ Cp

Preuve : La troisième inlusion provient diretement de la dé�nition de Zp.

La première est aussi immédiate : pour tout élément cp ∈ Bp, il existe λ = 1 tel que

λcp ∈ Bp.
La deuxième provient de l'absene de torsion dans Cp. Wp est don lui aussi sans torsion

en tant que sous-groupe de Cp. Autrement dit, ∀λ 6= 0,∀cp 6= 0p, λcp 6= 0p. Par dé�nition
de Wp, ∀cp 6= 0p ∈ Wp, ∃λ 6= 0 λcp ∈ Bp. Par dé�nition de ∂p, on a ∂p(λcp) = 0p−1 ave

λcp 6= 0p. Ainsi λ∂p(cp) = 0p−1 e qui permet d'a�rmer que cp appartient à Zp. ✷

Le théorème suivant montre omment déomposer Zp en une somme direte dont l'un des

fateurs est Wp.

Théorème 5.7 (Déomposition de Zp) Wp est un fateur diret dans Zp, autrement dit, il

existe un sous-groupe Vp de Zp tel que :

Zp = Vp ⊕Wp

Preuve : On ommene par rappeler que Hp = Zp/Bp peut aussi s'érire omme la somme

direte Fp ⊕ Tp où Fp est un sous-groupe libre de Hp et Tp un sous-groupe de torsion (f

Thé. 5.4-i) page 181).

Soit q la projetion de Zp sur Hp/Tp. Cette projetion peut être vue omme la omposition

de 2 projetions q1 et q2 : q = q2 ◦ q1 telles que :

q1 q2
Zp −→ Hp = Zp/Bp −→ Hp/Tp
cp 7−→ cp 7−→ c̃p

On onsidère maintenant le noyau de la projetion q.

Ker(q) = {cp ∈ Zp, q(cp) = 0}

cp est la lasse d'équivalene de cp dans Hp. On a ainsi ∀cp ∈ Ker(q), cp ⊆ Tp. Comme Tp
est un groupe de torsion, cp est un élément d'ordre �ni dans Hp (f Déf. D.7 page 238). Il

existe alors un entier λ 6= 0, tel que λcp = 0p = Bp. Autrement dit, il existe bp ∈ Bp tel

que λcp = bp.

Ker(q) = {cp ∈ Zp, ∃λ 6= 0, λ cp ∈ Bp}
= Wp
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Le noyau de ette projetion est don le sous-groupe Wp. Et par le théorème D.10, on

obtient Zp/Wp ≃ Hp/Tp.

Hp/Tp est de type �ni et sans torsion. Il est don libre en vertu du théorème D.11

(page 238). Zp/Wp est don lui aussi libre. Le théorème D.8 page 238 implique alors

que Zp = Zp/Wp ⊕Wp. Wp est ainsi un fateur diret dans Zp. ✷

On dispose maintenant d'une déomposition de Zp en la somme direte Vp ⊕Wp où Vp ≃
Zp/Wp. Le prinipal avantage de ette dé�nition est que l'un des fateurs direts (Wp) ontient

Bp. On a don d'après le théorème D.9 :

Corollaire 5.8

Hp = Zp/Bp = (Vp ⊕Wp)/Bp ≃ Vp ⊕Wp/Bp

≃ Zp/Wp ⊕Wp/Bp

où Zp/Wp est un groupe libre et Wp/Bp un groupe de torsion.

Les lasses d'équivalene de la partie libre de Hp sont don onstruites sur les yles qui ne

sont pas des bords faibles, tandis que les lasses d'équivalene de sa partie de torsion ontiennent

les bords faibles qui ne sont pas des bords.

Cette déomposition de Hp permet d'exploiter l'information ontenue dans les formes nor-

males de Smith des homomorphismes ∂p et ∂p+1 pour déterminer le nombre de Betti et les

oe�ients de torsion de Hp.

Lemme 5.9 Soit (ep1, · · · , epnp) et (ep−1
1 , · · · , ep−1

np−1
) des bases respetives de Cp et Cp−1 telles que

∂p soit représentée dans es bases par Dp :

Dp =

ep1 · · · eplp eplp+1 · · · epnp


bp1 0
.

.

.

0 bplp

0

0 0




ep−1
1
.

.

.

ep−1
lp

ep−1
lp+1
.

.

.

ep−1
np−1

où ∀i ∈ {1, · · · , lp}, bpi 6= 0 et bp1|b
p
2| · · · |b

p
lp
.

Ave es notations, on a :

i). (eplp+1, · · · , e
p
np) base de Zp

ii). (bp1e
p−1
1 , . . . , bpl e

p−1
lp

) base de Bp−1

iii). (ep−1
1 , . . . , ep−1

lp
) base de Wp−1

Preuve : On onsidère un élément cp de Cp et son image par ∂p :

cp =

np∑

i=1

aie
p
i et ∂p(cp) =

lp∑

i=1

bpi aie
p−1
i
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i) provient de l'équivalene :

∂p(cp) = 0⇔ ∀i ∈ {1, · · · , lp}, ai = 0

Une base de Zp est don (eplp+1, · · · , e
p
n).

Pour prouver ii), on remarque que ∀cp−1 ∈ Bp−1,∃cp ∈ Cp, ∂p(cp) = cp−1. Il existe don

{ai}i∈{1,···,lp}, tels que

cp−1 =

lp∑

i=1

aib
p
i e
p−1
i

Et omme ∀i ∈ {1, . . . , lp}, bpi 6= 0, {bpi e
p−1
i }i∈{1,···,lp} est une base de Bp−1.

En�n, on regarde Wp−1 pour prouver iii).

Wp−1 = {cp−1 ∈ Cp−1/∃λ 6= 0, λcp−1 ∈ Bp−1}

Par ii), on sait que ∀i ∈ {1, · · · , lp}, bpi e
p−1
i ∈ Bp−1. Cei implique que {ep−1

i }i∈{1,···,lp} ⊂
Wp−1. Soit maintenant cp−1 =

∑np−1

i=1 a′ie
p−1
i un élément deWp−1. ∃λ 6= 0,∃cp ∈ Cp, λcp−1 =

∂p(cp) ∈ Bp−1. En développant ette expression, on obtient :

λ

np−1∑

i=1

a′ie
p−1
i =

lp∑

i=1

aib
p
i e
p−1
i

en supposant que cp =
∑np

i=1 aie
p
i . Cette égalité se traduit par np−1 égalités sur les o-

e�ients des ep−1
i qui impliquent que ∀i ∈ {lp + 1, · · · , np−1}, a′i = 0. Autrement dit,

{ep−1
i }i∈{1,···,lp} est un ensemble �ni de générateurs de Wp−1. De plus, omme es éléments

appartiennent à la base de Zp, ils sont indépendants. Et {ep−1
i }i∈{1,···,lp} onstitue ainsi

une base de Wp−1. ✷

Tout ei onduit au théorème fondamental suivant qui permet d'obtenir le nombre de Betti

d'un groupe d'homologie à partir des homomorphismes ∂p et ∂p−1.

Théorème 5.10 (nombre de Betti de Hp(C)) Soit Hp(C) le pème groupe d'homologie du groupe

de haînes C. Soit np le rang de Cp(C) et lp le rang de ∂p. Le nombre de Betti de Hp(C), βp, est
tel que :

βp = np − lp − lp+1

Preuve : Hp = Zp/Wp ⊕Wp/Bp. Le groupe Zp/Wp est libre (f orollaire 5.8). Par dé�nition,

son rang est le nombre de Betti de Hp. Il est égal à rang(Zp)− rang(Wp) e qui onduit,

via le lemme 5.9, à βp = (np − lp)− lp+1. ✷

Dé�nition 5.11 (Nombres de Betti d'un omplexe de haînes) Le pème nombre de Betti
d'un omplexe de haînes C, noté βp(C), est dé�ni omme le nombre de Betti du pème groupe

d'homologie de C.

On s'intéresse maintenant aux oe�ients de torsion des groupes d'homologie.
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Théorème 5.12 (Coe�ients de torsion de Hp(C)) Soit HP (C) le pème groupe d'homologie

du omplexe de haînes C. Soit Dp+1 la matrie en forme normale de Smith représentant ∂p+1.

Soit {bp+1

i }
lp+1

i=1 l'ensemble des éléments non nuls de Dp+1. Tp, le sous-groupe de torsion de Hp,

est tel que :

Tp ≃ Z/bp+1

1 Z ⊕ · · · ⊕ Z/bp+1

lp+1
Z

Preuve : Hp = Zp/Wp ⊕ Tp, où Tp = Wp/Bp. On note < epi > le sous-groupe de Cp généré

par epi . D'après le lemme 5.9, on a Wp =< ep1 > ⊕ · · · ⊕ < eplp+1
> et Bp =< bp+1

1 ep1 >

⊕ · · · ⊕ < bp+1
lp+1

eplp+1
>. En appliquant le théorème D.9, on obtient �nalement :

Wp

Bp
≃ <e

p
1
>

<b
p+1

1
e
p
1
>
⊕ · · · ⊕

<e
p

lp+1
>

<b
p+1

lp+1
e
p

lp+1
>

≃ Z/bp+1

1 Z ⊕ · · · ⊕ Z/bp+1

lp+1
Z

Les fateurs invariants de ∂p+1 sont don les oe�ients de torsion de Hp. ✷

5.1.3 Obtention des générateurs des groupes d'homologie

L'obtention des générateurs des groupes d'homologie est un problème qui a été bien moins

étudié que le alul de la déomposition ylique des groupes d'homologie. Cairns, ependant, a

prouvé dans [38℄ qu'il est possible de représenter les homomorphismes de bords par des matries

dans une forme normale prohe de elle de Smith telles qu'une unique base de haque groupe

Cp soit utilisée pour les matries assoiées à ∂p+1 et ∂p. A partir de ette forme matriielle des

opérateurs bord, il est possible de déduire une famille de générateurs des groupes d'homologie.

Le théorème fondamental démontré par Cairns s'exprime de la façon suivante :

Théorème 5.13 Soit un omplexe de haînes C, il est possible de hoisir simultanément des

bases pour haque groupe Cp telle que haque matrie d'inidene puisse s'érire sous la forme

normale :




0

λγ
.

.

.

λ0

0 0




ave λ0|λ1| · · · |λγ

Cette forme normale n'est pas très di�érente de la forme normale de Smith et peut s'obtenir

failement à partir de ette dernière.

La table 5.1 représente la forme normale de Smith modi�ée de l'opérateur bord ∂p+1, sur

laquelle il est possible de lire à la fois les oe�ients de torsion, le nombre de Betti et une famille

de générateurs du groupe d'homologie Hp. Par la suite, on notera ette matrie Np+1.

La partie libre du groupe Hp va être générée par les p-yles qui ne sont pas des bords faibles,
autrement dit en examinant Np et Np+1, par l'ensemble {bp1, · · · , bpβp

}. En e�et, haune de es
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p-haînes a pour image 0p−1 par ∂p, puisqu'elle orrespond à une olonne à 0 dans Np. De plus,

ni elle ni auun de ses multiples n'a d'antéédent pour l'opérateur ∂p+1 puisque la ligne qui lui

est assoiée dans Np+1 est uniquement onstituée de 0.
La partie de torsion sera, quant à elle, générée par les yles qui sont des bords faibles

mais pas des bords. Là enore, il su�t de regarder Np et Np+1 pour voir qu'il s'agit de la famille

{ap1, · · · , a
p
ρp}. En e�et, haun de ses éléments est un k-yle (olonne nulle dans Np) et néessite

d'être multiplié par un entier stritement supérieur à 1 pour être un k-bord, 'est à dire pour

posséder un antéédent dans Np+1. On peut noter qu'en réalité, il su�t, ii, de regarder Np+1 :

puisque les ai, i ∈ {1, · · · , ρp}, sont des p-bords faibles, ils sont forément des p-yles.

(p + 1)− Cycles Antécédents des Bords Faibles

ap+1
1 · · · ap+1

γp+1
bp+1
1 · · · bp+1

βp+1
cp+1
1 · · · cp+1

ρp cp+1
ρp+1 · · · cp+1

γp

ap1 λpγp 0
Bords Faibles

Strites

.

.

. 0 0

.

.

.

0

apρp 0 λpγp−ρp+1

apρp+1 1 0
Bords

.

.

. 0 0 0

.

.

.

apγp 0 1

bp1 Cyles qui ne

sont pas des

Bords Faibles

.

.

. 0 0 0 0

bpβp

cp1
.

.

. 0 0 0 0

cpγp−1

Tab. 5.1 � Forme normale de Smith de l'homomorphisme de bord ∂p+1.

Agoston a exploité les travaux de Cairns et a onçu un algorithme alulant es formes

matriielles, apable de mémoriser au fur et à mesure les divers hangement de bases au sein de

matries de passage [1℄.

Cet algorithme repose sur le alul suessif de toutes les matries Np d'un omplexe de

haînes de p égal 0 à l'indie du groupe d'homologie maximal souhaité. Chaque homomorphisme

est suessivement exprimé dans 4 paires de bases, exepté le premier et le dernier qui ne

néessitent l'emploi que de 3 paires de bases. Par la suite, on note Kp la base naturelle de Cp.
Le proessus utilisé pour obtenir la matrie en forme de Smith modi�ée de ∂p+1 est dérit i-

dessous. On suppose d'abord que la forme de Smith modi�ée de ∂p a déjà été alulée. Et on

note Lp = U−1
p+1Kp et Γp−1

les bases de Cp et Cp−1
assoiées à ette forme. Le alul de Np+1

est réalisé en 4 étapes :

1. On exprime ∂p+1 dans les bases anoniques Kp+1
et Kp par la matrie d'inidene Ep+1.

2. On onstruit la matrie E′
p+1 = U−1

p Ep+1. Cette matrie représente ∂p+1 relativement

aux bases Kp+1
et Lp.

3. On alule la forme normale de Smith modi�ée Np+1 de ∂p+1 à partie de E′
p+1 : Np+1 =

VpE
′
p+1Up+1. Cette matrie représente ∂p+1 dans les bases Lp+1 = Up+1Kp+1

et Γp = VpLp.
4. A et instant, la base de Cp utilisée pour Np et Np+1 n'est pas la même. On multiplie don

Np à droite par V −1
p . Et on peut prouver [1, 158℄ que la matrie obtenue, qui représente
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∂p dans les bases Γp et Γp−1
, est toujours en forme normale de Smith modi�ée.

En pratique, le dernier alul n'est pas e�etué. En e�et, il laisse la matrie Np
inhangée

et l'information néessaire pour onstruire les nouvelles bases est tout entière ontenue dans les

matries de passage. A la �n du alul, toutes les matries Np représentent les homomorphismes

∂p relativement aux bases Γp telles que : Γ0 = V0K0
, Γ1 = U1V

−1
1 K1

, . . ., Γn−1 = Un−1V
−1
n−1Kn−1

,

Γn = UnKn.
Cette proédure est résumée dans le tableau 5.2 dans lequel les paires de bases utilisées à

haque étape sont mises en évidene.

Etape Bases []\[] et Matrie de ∂p Bases []\[] et Matrie de ∂p+1

0. Entrée provenant de l'itération p [(Vp−1U
−1

p−1
)−1Kp−1]\[UpKp]

(mSNF) Np = Vp−1U
−1

p−1EpUp

1. Matrie d'inidene [Kp]\[Kp+1]
of ∂p+1 (inidene) Ep+1

2. Multiplie à gauhe Ep+1 [(U−1
p )−1Kp]\[Kp+1]

par U−1
p E′

p+1 = U−1
p Ep+1

3. Calule la mSNF [(VpU
−1
p )−1Kp]\[Up+1Kp+1]

Np+1 de ∂p+1 à partir de E′

p+1 (mSNF) Np+1 = VpU
−1
p Ep+1Up+1

4. Multiplie à droite Np [(Vp−1U
−1

p−1)
−1Kp−1]\[UpV

−1
p Kp]

par V −1
p NpV

−1
p (identique à Np)

Tab. 5.2 � Expression des homomorphismes de bords : mSNF dénote la forme normale de Smith

modi�ée

5.2 Calul e�etif des groupes d'homologie

Il existe di�érentes méthodes de aluls de l'information homologique. Certaines approhes

que l'on pourrait quali�er de purement algorithmiques visent à retrouver ette information en

manipulant diretement les k-haînes des subdivisions étudiées. D'autres s'intéressent aux ma-

tries d'inidene en "oubliant" leur origine et herhent à en extraire l'information homologique.

Il faut noter que le problème est di�érent si l'on souhaite seulement aluler les nombres de

Betti et les oe�ients de torsion des groupes d'homologie ou si l'on souhaite en outre obtenir des

familles de générateurs. La première question a été, semble-t'il, plus étudiée que la seonde. Et

si ertaines méthodes algorithmiques permettent d'obtenir des familles de générateurs, auune

méthode matriielle, exeptée elle proposée par Agoston, ne s'est penhée sur l'obtention des

générateurs.

5.2.1 Approhes algorithmiques

Nous évoquons dans le adre des approhes algorithmiques trois travaux qui orrespondent

en réalité à deux approhes di�érentes.

Avant d'expliquer le prinipe de es méthodes, on peut tout d'abord noter qu'auun des algo-

rithmes mentionnés ii n'est omplètement générique. Leurs domaines et onditions d'appliation

sont résumés et omparés dans le tableau 5.3.

La première méthode, développée par Del�nado et Edelsbrunner [53℄ s'appuie sur un algo-

rithme inrémental. Restreinte aux omplexes simpliiaux plongeables dans R
3
, elle onsiste à
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travailler sur une �ltration du omplexe onsidéré. Il s'agit d'une suite �nie de omplexes sim-

pliiaux telle que haque omplexe est un sous-omplexe propre de son suesseur dans la suite

et que le dernier omplexe de la suite est le omplexe simpliial total étudié. Plus préisément la

suite onsidérée possède en outre la propriété que deux omplexes suessifs di�èrent exatement

d'un simplexe. Et le premier élément de la �tration ne ontient qu'un simplexe. L'algorithme

proposé vise à aluler les nombres de Betti du omplexe. Ces derniers su�sent en e�et à ara-

tériser les groupes d'homologie reherhés puisque les objets onsidérés sont plongeables dans

R
3
et ne ontiennent don pas de torsion. L'algorithme est, à première vue, très simple. On

note d la dimension maximale du omplexe (forément inférieure ou égale à 3). On appelle Ki
le ième omplexe de la �ltration, égal à l'ensemble de simplexes {σ1, · · · , σi}. Le omplexe entier

orrespond à Km, et le nombre de Betti du omplexe en dimension k est noté bk. L'algorithme

s'érit :

Pour l = 0 à d faire

bl ← 0
Pour i = 1 à m faire

k ← dimσi
si σ appartient à un k-yle de Ki alors bk ← bk+1 sinon bk−1 ← bk−1−13

La validité de et algorithme est prouvée dans [53℄. Le problème qui se pose pour que la

méthode soit utilisable onsiste à exprimer algorithmiquement la ondition "appartient à un k-
yle". En pratique, Del�nado et Edelsbrunner ont proposé des aratérisations pour les 0-yles,
les 1-yles et les (d− 1)-yles où d représente toujours la dimension du omplexe. Autrement

dit, l'algorithme n'est omplet que pour des omplexes de dimension inférieure ou égale à 3. Dès
la dimension 4, il n'existe a priori pas de moyen simple de tester si un simplexe appartient à un

2-yle.
Cet algorithme a été mis au point pour être exploité en modélisation solide et aluler les

nombres de Betti d'α-shapes [66, 67℄. Sa omplexité pour des omplexes de dimension 3 est en

O(nα(n)) où α est l'inverse de la fontion d'Akermann et n le nombre de simplexes de l'objet.

Le oût de stokage est en O(n).

Cette approhe est équivalente à onstruire le omplexe dont on souhaite aluler l'homologie

simplexe après simplexe et à aluler au fur et à mesure ses nombres de Betti. Bien sûr la

onstrution doit respeter ertaines règles, la prinipale étant qu'on ne peut ajouter un simplexe

que si toutes ses faes appartiennent déjà au omplexe.

La deuxième approhe suit un proédé inverse. L'idée onsiste à simpli�er le omplexe étudié

en �tant séquentiellement ertaines ellules bien hoisies, a�n que le omplexe obtenu possède

la même homologie que le omplexe initial. Les deux méthodes basées sur ette approhe, que

nous itons ii, s'intéressent à des groupes de haînes dont les groupes de oe�ients sont des

anneaux ommutatifs e qui garantit l'absene de torsion dans les groupes. Cependant, même

si les philosophies de es deux proédés sont très prohes, ils présentent quand même ertaines

di�érenes.

Le proédé proposé par González-Díaz et Real dans [86℄ est dé�ni uniquement sur des om-

plexes simpliiaux de dimension 3. Après haque simpli�ation, l'objet obtenu est toujours un

omplexe simpliial. L'équivalene entre l'homologie du omplexe initial et du omplexe obtenu

est garantie par la onstrution expliite d'une ontration de haînes. La méthode de rédution

se fonde sur deux étapes de simpli�ation di�érentes. La première réduit le omplexe à l'aide de

3

omme un sommet est toujours un 0-yle, on n'essaiera jamais d'aéder à la variable (indé�nie) b−1.



190CHAPITRE 5. CALCUL D'INVARIANTS TOPOLOGIQUES : LES GROUPES D'HOMOLOGIE

"ontrations" simpliiales (simpliial ollapses), proédé lassique qui onsiste à enlever séquen-

tiellement des ouples de ellules, dont l'une est maximale dans le omplexe et l'autre une des

ses faes libres de dimension juste inférieure

4

. La deuxième étape est de nature plus algébrique.

Elle se fonde omme dans l'approhe préédente sur une �ltration du omplexe onsidéré mais

aussi sur une �ltration du omplexe réduit. Elle détermine pour haque simplexe σi appartenant
au ième omplexe de la �ltration du omplexe original s'il doit appartenir au omplexe réduit.

La déision se fonde sur l'observation du bord de σi dans le (i− 1)ème omplexe de la �ltration

du omplexe réduit. A la �n de l'algorithme, on obtient non seulement les nombres de Betti mais

aussi un ensemble de générateurs des groupes d'homologie. Cet algorithme a été e�etivement

utilisé sur des omplexes simpliiaux onstruits sur des images disrètes basées sur une grille

BCC. Dans l'artile, le proessus est détaillé pour le groupe de oe�ient Z/2Z même s'il est

préisé, en introdution, que la méthode resterait valide pour tout ensemble de oe�ients qui

serait un anneau ommutatif.

La méthode de Kazy«ski, �lusarek, et Mrozek [99℄ n'impose rien sur la nature du omplexe

ellulaire sur lequel est onstruit le omplexe de haînes. De plus, si le omplexe de haînes

est, au départ, onstruit sur un omplexe simpliial, rien ne garantit qu'à tout moment de la

rédution, les ellules manipulées resteront des simplexes ('est même ralement le as). En e�et,

à haque rédution deux haînes de ellules sont �tées et les opérateurs bords sont modi�és de

sorte qu'une 2-ellule peut par exemple se retrouver ave quatre 1-faes. Contrairement à la

méthode préédente, la simpliation suit ii toujours le même shéma. A haque étape, on enlève

deux haînes a et b telles que a est de dimension juste inférieure à b et qu'il existe un élément de

l'anneau de oe�ients λ non nul et une haîne r de même dimension que a telle que ∂b = λa+r.
La validité et la terminaison de l'algorithme sont prouvées dans [99℄. La omplexité n'a pas été

exprimée dans le as général mais lorsque le groupe des oe�ients est un orps, elle est au pire

en O(n3) opérations artihmétiques où n est le maximum des rangs des groupes de haînes. Pour

ertains as très spéi�ques, elle peut être enore améliorée.

Auteurs Type de sub-

division

Dim Groupe

de oe�-

ients

Famille

de géné-

rateurs

Torsions Image

Del�nado et

Edelsbrunner

[53℄

Complexe

simpliial

2D/3D Z non non α-shapes

González-díaz

et Real [86℄

Complexe

simpliial

3D Z/2Z oui non grille

BCC

Kazy«ski,

�lusarek, et

Mrozek [99℄

Complexe de

haînes quel-

onque

nD Anneau /

Corps

non

Tab. 5.3 � Comparatif de 3 méthodes algorithmiques

Pour résumer, deux approhes que l'on pourrait respetivement quali�er de onstrutive et

destrutive permettent de aluler algorithmiquement les groupes d'homologie d'un omplexe de

haînes. La première n'a été utilisée que dans des as très partiuliers, tandis que la deuxième

semble pouvoir d'adapter à des objets plus généraux. Cepedant, auune d'elles ne prend en

ompte la notion de torsion et élude le problème soit en restant en petite dimension, soit en

4

Une fae libre d'un simplexe est un simplexe qui n'est fae d'auun autre simplexe
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travaillant sur des groupes de oe�ients partiuliers. En�n, il semble que la dernière méthode

mentionnée soit équivalente à une rédution matriielle

5

.

5.2.2 Approhes matriielles

Il existe un algorithme lassique de mise en forme normale de Smith que nous présentons en

premier lieu. Cependant, et algorithme présente plusieurs inonvénients (omplexités en temps

et en mémoire élevées). De nombreux travaux ont été réalisés pour pallier es défauts. Nous

évoquons les di�érents types d'optimisation proposés et détaillons plus préisément l'algorithme

sur lequel nous nous sommes appuyés par la suite qui a été proposé par Dumas et al [62℄.

Algorithme lassique de mise en forme de Smith

L'algorithme de rédution que nous dérivons brièvement ii permet d'obtenir la forme nor-

male de Smith d'un homomorphisme.

On onsidère deux groupes abéliens libres de rangs n et m, G et G′
et un homomorphisme

de f de G vers G′
. On note F = (fij) la matrie représentant f dans deux bases arbitraires de

G et G′
. L'algorithme que nous dérivons i-dessous vise à obtenir la forme normale de Smith

de f , autrement dit de aluler une matrie équivalente à F qui soit en forme normale de Smith.

Pour atteindre e but, on peut appliquer des opérations élémentaires appropriées sur les lignes

et les olonnes de la matrie.

L'algorithme lassique de mise en forme de Smith est dérit en détail dans l'annexe E. On

se ontente ii d'une desription rapide.

Prinipe de l'algorithme de rédution en forme normale de Smith :

i). Caluler une matrie équivalene dont la valeur minimale est la plus petite

possible,

ii). Déplaer en éhangeant les lignes et olonnes voulues ette valeur minimale

dans le oin haut gauhe de la matrie et en utilisant des opérations élé-

mentaires sur les lignes et les olonnes s'arranger pour que toutes les autres

valeurs de la première ligne et de la première olonne aient pour valeur 0,

iii). Appliquer les deux étapes préédentes à la matrie déduite de la préédente

après enlèvement de la première ligne et de la première olonne, jusqu'à

e qu'une telle matrie n'existe pas ou qu'elle soit pleine de 0s. L'une de

es onditions d'arrêt est atteinte en un nombre �ni d'itérations (au plus

min(m,n) itérations).

Optimisations

La méthode lassique de mise en forme normale de Smith sou�re de plusieurs inonvénients.

Outre une omplexité en temps élevée, elle peut faire apparaître au ours du alul de grands

entiers, même si la matrie d'origine est relativement simple. Ce problème, inhérent à la ma-

nipulation de matries d'entiers, provient de l'utilisation de l'algorithme d'Eulide lors de la

rédution. Hafner et al. dans [88℄ ont ainsi montré l'exemple d'une matrie d'entiers 20 × 20,

5

Samuel Peltier (SIC, Poitiers) travaille atuellement sur la question et un rapport résumant ses travaux

devrait être prohainement disponible



192CHAPITRE 5. CALCUL D'INVARIANTS TOPOLOGIQUES : LES GROUPES D'HOMOLOGIE

dont tous les éléments ont des valeurs omprises entre 0 et 10 et telle que, durant la rédution,

apparaît une valeur supérieure à 10500
.

Le problème de la mise en forme normale de Smith de matries d'entiers a été largement

étudiée souvent indépendamment du alul des groupes d'homologie, et la plupart du temps sur

des matries arrées. Les améliorations peuvent viser soit à réduire la omplexité du alul, soit

à minimiser la plae mémoire requise, ertaines s'attaquent à es deux points simultanément.

Les méthodes matriielles visant à obtenir la forme normale de Smith d'un homomorphisme

peuvent être lassées, d'un point de vue algorithmique, en deux prinipales atégories : les mé-

thodes déterministes et les méthodes stohastiques. Ces dernières se montrent partiulièrement

e�ae dès lors que la matrie d'origine est reuse, elles sont quasiment équivalentes aux mé-

thodes déterministes pour des matries pleines. Cependant, elles ne permettent pas de garder

trae des hangements de bases permettant d'obtenir une telle forme et elles ne pourront don

pas être utilisées dès lors que l'on souhaitera obtenir des familles de générateurs des groupes d'ho-

mologie. Les méthodes déterministes herhent quant à elles à optimiser les aluls en passant

par des formes normales intermédiaires partiulières (forme triangulaire, [62℄, forme de Hermite

[101℄, matrie bidiagonale [179℄. . .).

La méthode ouramment employée a�n de réduire le oût mémoire onsiste à e�etuer tout

ou partie des aluls modulo un entier partiulièrement bien hoisi [62, 179℄. En e�et, on peut

prouver que l'on obtiendra la même forme de Smith ave ou sans modulo, si e dernier est

pris "assez grand". La di�ulté réside don dans le hoix d'un tel entier. Storjohann a prouvé

dans [179℄ qu'on peut le prendre égal au double d'un multiple positif du produit des fateurs

invariants de la matrie. Le problème est que l'on ne onnaît pas es fateurs invariants puisque

le but de l'algorithme est justement de les aluler. On sait néanmoins que leur produit est égal

au déterminant de la plus grande sous-matrie dont le déterminant est non nul. Cependant, le

alul du déterminant d'une matrie est lui aussi omplexe. C'est pourquoi, une solution parfois

adoptée onsiste à mettre d'abord la matrie dans une forme intermédiaire sur laquelle son

déterminant est aisément alulable (e.g. forme triangulaire) puis à e�etuer le reste du alul

ave le modulo ainsi obtenu [62℄.

Les améliorations en terme de aluls et de mémoire mentionnées jusqu'à présent sont le fruit

d'études sur des matries quelonques, ne représentant pas forément des homomorphismes de

bord dans un omplexe de haînes. Dans le ontexte plus partiulier de la reherhe des groupes

d'homologie, on peut imaginer que la onstrution des matries d'inidene peut être un fateur

d'aélération des aluls. Cette idée a été exploitée par Dumas et al. [62℄, dans le adre des

omplexes simpliiaux.

La table 5.4 référene quelques uns de es travaux, en préisant pour haun le type d'al-

gorithme mis en ÷uvre. Les omplexités

6

de la plupart de es algorithmes pour une matrie

arrée A, n×n, sont de la forme Õ(ne1(log||A||)e2) en terme d'opérations et Õ(nf1(log||A||)f2),
en terme d'espae mémoire requis (bits). Les paramètres intervenant dans es omplexité sont

bornés de la manière suivante : e2 et f2 sont petits (e.g. ≤ 3), e1 est ompris entre 3 et θ + 1
(où θ aratérise la omplexité de l'opération de multipliation de deux matries n×n utilisée :

O(nθ)) et f1 est ompris entre 2 et 3. Une étude plus préise de es omplexités peut être trouvée

dans [180℄. Seul le dernier algorithme ité a été érit spéialement pour aratériser des groupes

d'homologie.

6

La omplexité exprimée ii ne tient pas ompte d'éventuel fateurs onstants ou logarithmiques, 'est pourquoi

elle est notée O˜
[100, 180℄



5.2. CALCUL EFFECTIF DES GROUPES D'HOMOLOGIE 193

Auteurs Type d'algorithme

Kannan et Bahem [101℄ déterministe

Iliopoulos [95, 96℄ déterministe

Hafner et MCurley [88℄ déterministe

Giesbreht [84℄ Las Vegas

Giesbreht [84℄ Monte Carlo

Storjohann [179℄ déterministe

Storjohann [181℄ déterministe

Storjohann [180℄ déterministe

Eberly, Giesbreht, et Villard [63℄ Monte Carlo

Dumas, Hekenbah, Saunders, Welker [62℄ Déterministe

. . .

Tab. 5.4 � Quelques algorithmes de mise en forme de Smith optimisés

Algorithme de Dumas et al.

L'algorithme de Dumas est utilisé pour aluler les nombres de Betti et les oe�ients de

torsion des groupes d'homologie des omplexes simpliiaux non restreints. Ils ne s'intéressent pas

à l'obtention des générateurs. Les spéi�ités de es objets sont utilisés lors de la onstrution

des matries d'inidene, pour obtenir une matrie dont les lignes soient rangées par indie de

pivot roissant. L'algorithme de rédution proprement dit ne dépend pas de leurs propriétés et

peut être appliqué sur toute matrie dont les lignes ont été au préalable triées par indie de

pivot roissant.

Les améliorations proposées par Dumas sont de plusieurs sortes. La première onerne la

onstrution et le stokage des matries d'inidene : il exploite le aratère reux de es ma-

tries, et tire partie des propriétés des omplexes onsidérés pour obtenir naturellement une

matrie dont les lignes sont rangées selon le ritère voulu. La deuxième vise à réduire le nombre

d'opérations oûteuses. En premier lieu, elle onsiste à diminuer autant que possible la taille

de la matrie a�n de ne garder qu'une sous-matrie signi�ative. En e�et, toute l'information

homologique est ontenue dans la sous-matrie arrée dans le oin haut gauhe de la matrie

mise en forme de Smith. Les lignes et olonnes en dehors de ette zone sont toutes à 0. Elle
onsiste aussi à ne pas aluler la forme de Smith de la matrie entière mais de déduire son

nombre de Betti et ses fateurs invariants d'une matrie triangulaire appropriée équivalente la

matrie originale. La troisième herhe à réduire la valeur des entiers apparaissant dans le alul.

Elle se fonde sur un résultat de Storjohann qui garantit que toutes les opérations peuvent être

e�etuées modulo une ertaine valeur, sans que ela hange la matrie �nale.

• Constrution et stokage des matries

Les matries d'inidene sont stokées ligne par ligne. De plus omme elles sont reuses,

seuls les éléments non nuls sont stokés ave pour haun l'indie de la olonne à laquelle

il appartient.

Les propriétés des omplexes simpliiaux non restreints sont utilisés pour onstruire les

matries d'inidene. Un omplexe simpliial non restreint est entièrement aratérisé par

ses simplexes maximaux. Mais onstruire haque matrie Dp requiert de onnaître expli-

itement l'ensemble des p- et des (p − 1)-simplexes du omplexe. L'idée onsiste alors à

générer les p et (p−1)-faes des simplexes maximaux du omplexe et de les ordonner dans
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l'ordre lexiographique. Pendant e proessus, un même simplex peut apparaître plusieurs

fois lorsqu'il est fae de plus d'un simplexe maximal. Chaque dupliata est retiré dès que

possible pour éviter de gaspiller de la mémoire.

Par exemple, si le omplexe simpliial est de dimension 2 et ontient les simplexes maxi-

maux : abc, abg, acd, ade, aef , afg, la liste ordonnée des 1-simplexes orrespondant sera :

{ab, ac, ad, ae, af , ag, bc, bg, cd, de, ef , fg}.
D'autre part, l'ensemble des p-simplexes est utilisé à la fois pour le alul de Hp et de

Hp+1. On alule alors les groupes d'homologie séquentiellement en ommençant par H0

et en terminant par Hn, où n est la dimension du omplexe simpliial. Ainsi, on ne génère

qu'une seule fois l'ensemble de p-simplexes et on le garde en mémoire uniquement pour

e�etuer le alul de Hp et Hp+1.

La onvention usuelle onsiste à assoier les lignes de la matrie aux (p − 1)-simplexes

et les olonnes aux p-simplexes. Les opérations sont ii réalisées sur la transposée de la

matrie. Pour onstruire la matrie d'inidene, on reherhe pour haque p-simplexe, les

indies de ses (p − 1)-faes dans l'ensemble ontenant les (p − 1)-simplexes du omplexe.

A haque fae trouvée, un nouvel élément est ajouté à la matrie : l'indie de olonne

assoié est l'index de la (p − 1)-fae et sa valeur est 1 si elle est fae direte, −1 sinon.

Comme les ensembles de p-simplexes et (p − 1)-simplexes sont ordonnés suivant l'ordre

lexiographique, e proessus permet d'obtenir séquentiellement les éléments non nuls de

haque ligne par ordre d'indie de olonne roissant. En outre, la matrie obtenue est telle

que ses lignes sont bien rangées par ordre d'indie de pivot roissant. Autrement dit, si r(i)
représente l'indie de la olonne ontenant le premier élément non nul de la ligne i, r(i)
est monotone roissant. Cette propriété permet notamment d'obtenir une borne inférieure

pour le rang de la matrie et peut ontribuer à simpli�er le proessus de rédution.

La matrie i-dessous est la matrie d'inidene assoiée à l'opérateur ∂2 dé�ni sur le

omplexe simpliial de la �gure 5.5.

ab ac ad ae af ag bc bg cd de ef fg

abc 1 −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
abg 1 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
acd 0 1 −1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
ade 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 1 0 0
aef 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 1 0
afg 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 1

• Rédution en forme de Smith

La onstrution de la matrie d'inidene préédemment dérite permet de réer une ligne

à la fois. Ainsi, la matrie totale n'a pas besoin d'être entièrement alulée en une fois, e

qui est partiulièrement intéressant lorsque elle-i est trop volumineuse pour pouvoir être

stokée en mémoire.

Le alul de la forme normale de Smith est déomposée en plusieurs étapes. L'idée sous-

jaente onsiste à traiter autant de lignes que possible ave des opérations simples, et de

n'utiliser des algorithmes plus élaborés et oûteux que lorsque 'est vraiment indispensable.

En outre, durant les deux premières étapes, seules des opérations lignes sont exéutées, et

on tire ainsi partie du stokage ligne de la matrie. Comme préédemment, on note r(i)
l'indie de la olonne du premier élément non nul de la ligne i. Autrement dit, r(i) est

l'indie du pivot de la ligne i. On notera pv(i) la valeur de e pivot.

La première étape de l'algorithme onsiste à modi�er la matrie a�n d'obtenir un nombre
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ef

g

cb

d
a

Fig. 5.5 � Complexe simpliial orienté

maximum de lignes ave des r(i) distints, et une valeur de pivot égale à 1. A ette �n,

on utilise simplement des opérations lignes élémentaires sur les lignes de la matrie. Trois

situations peuvent se produire après modi�ations d'une ligne :

1) La ligne est uniquement omposée de 0s et est immédiatement retirée de la matrie

2) La ligne est dans la forme voulue et est don mémorisée telle quelle

3) La ligne possède une valeur de pivot di�érente de 1. Elle est alors mise de �té et son

traitement est di�éré jusqu'à l'étape suivante où des opérations plus omplexes seront

mises en oeuvres.

Pendant la deuxième étape, les lignes dans la on�guration 3) sont traitées a�n d'obtenir

une matrie entièrement triangulaire. Comme leur pivot est di�érent de 1, il est parfois
néessaire d'utiliser l'algorithme d'Eulide étendu qui permet de aluler le plus grand

diviseur ommun de deux entiers. Cette situation survient lorsque l'on doit traiter deux

lignes i et j, telles que ri = rj, pv(i) ne divise pas pv(j) et pv(j) ne divise pas pv(i) (f

�hier gd.txt pour des préisions sur l'utilisation de l'algo d'Eulide). Après avoir été

ainsi traitée, une ligne peut posséder une valeur de pivot égale ou supérieure à 1. Et à la

�n de ette étape, la matrie est en forme triangulaire, ave la plupart de ses pivots égaux

à 1 et quelques uns supérieurs à 1.
En�n, quatrième étape, pour obtenir, les nombres de Betti et les oe�ients de torsion des

groupes d'homologie du omplexe simpliial, il su�t, pour haque matrie obtenue après

la dernière étape, de ompter et mémoriser le nombre de lignes dont le pivot est égal à 1
et d'appliquer l'algorithme de Munkres sur les lignes de la matrie qui ont des valeurs de

pivot di�érentes de 1. Il s'agit ii de la partie la plus oûteuse de l'algorithme qui néessite

à la fois des opérations ligne et olonne.

• Utilisation d'un modulo pour limiter les valeurs intermédiaires

Le alul de la forme normale de Smith d'une matrie entière requiert des opérations

mathématiques qui peuvent provoquer l'apparition de grandes valeurs intermédiaires. Il a

été prouvé par Storjohann que le alul peut être réalisé modulo une valeur adéquate pour

éviter de devoir manipuler de trop grands entiers.

Plus préisément, il faut hoisir un modulo égal à deux fois la valeur d'un multiple positif

du produit des fateurs invariants de la matrie. Un modulo approprié est don le double

de la valeur absolue du déterminant de la plus grande sous-matrie de déterminant non

nul.

A la �n de la troisième étape de l'algorithme, le déterminant de la matrie peut être
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aisément alulé puisque la matrie est sous forme triangulaire. Dans e as, il est en e�et

égal au produit de toutes les valeurs pivot.

5.2.3 Bilan

On a vu qu'il existait deux prinipales approhes pour aluler e�etivement les groupes

d'homologie d'un objet. La première, algorithmique, doit se plier à ertaines restritions et les

méthodes proposées dans e adre sont notamment inapable de prendre en ompte les torsions

éventuelles d'un objet. La deuxième, matriielle, sou�re d'une omplexité élevée en temps et en

mémoire et si di�érentes améliorations ont été proposées pour obtenir la forme normale de Smith

de matries, la plupart ne s'intéresse pas aux groupes d'homologie à proprement parler et auune

ne s'est onfrontée au problème de l'optimisation de l'obtention de familles de générateurs des

groupes d'homologie.

5.3 Homologie et générateurs "modulo"

Nous avons préédemment vu que la seule méthode générale, don matriielle, proposée pour

aluler à la fois la aratérisation des groupes d'homologie et des familles de générateurs de es

groupes est elle proposée par Agoston. Comme elle s'appuie sur une mise en forme normale de

Smith, elle sou�re des mêmes défauts, omplexité en temps et en mémoire élevée.

La méthode détaillée ii vise à proposer un algorithme matriiel permettant d'obtenir les

nombres de Betti et les fateurs invariants des groupes d'homologie reherhés ainsi que des

familles de pseudo-générateurs qui, du moins sur nos premières expérimentations, fournissent

une desription satisfaisante des trous de l'objet.

Nous dérivons d'abord l'algorithme proposé puis donnons les résultats de nos premières

expérimentations.

5.3.1 Desription de l'algorithme

Pour onevoir un tel algorithme matriiel, nous avons hoisi de reprendre un algorithme de

mise en forme normale de Smith déjà optimisé et de l'adapter pour en déduire des générateurs.

Comme nous l'avons vu, il existe une grande variété de tels algorithmes. Nous avons dû d'em-

blée éliminer les algorithmes probabilistes, même si leurs performanes sur des matries reuses

étaient intéressantes du point de vue des matries d'inidene. En e�et, ils n'ont pas la apaité

de fournir les matries de passage dont nous avons besoin.

Nous avons �nalement porté notre hoix sur l'algorithme de Dumas, qui s'il n'est pas le plus

optimisé du point de vue de la omplexité en terme d'opérations, présente l'avantage d'avoir été

développé dans le but de aluler des groupes d'homologie et de tenir ompte des propriétés des

objets sur lesquels porte le alul pour onstruire les matries d'inidene. Nous souhaitons en

e�et étudier par la suite l'impat de la onstrution de la matrie sur l'e�aité de l'algorithme.

Nous avons don ombiné la méthode de Dumas ave le alul des générateurs proposé par

Agoston. De manière plus préise, nous fournissons à l'algorithme de rédution une matrie dont

les lignes sont rangées par ordre d'indie de pivot roissant, soit obtenue à partir d'un omplexe

simpliial par la méthode proposée par Dumas, soit alulée aléatoirement à partir d'un ensemble

simpliial puis triée. Nous suivons ensuite le même prinipe que Dumas pour obtenir une matrie

en forme triangulaire, si e n'est que nous onservons en mémoire l'ensemble de la matrie, tandis

que lui ne mémorisait ni les lignes pleines de 0s et ni les lignes de pivot 1. En e�et, pour es
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dernières, seul leur nombre est néessaire pour aluler par la suite le nombre de Betti qui

dépend du rang de la matrie. Une fois la forme triangulaire obtenue, nous déduisons, omme

lui, le modulo adéquat. Puis, nous �nissons de aluler la forme normale de Smith modi�ée

pour la matrie entière en fontion de e modulo. L'algorithme original de Dumas, ne alulait

e�etivement que la forme normale de Smith de la sous-matrie omposée des lignes de pivot plus

grand que 1, seule suseptible de ontenir des torsions. Durant tout le proessus, nous onservons
ontrairement à Dumas l'ensemble des opérations e�etuées via des matries de passage. Ainsi,

une fois la forme de Smith modi�ée, nous sommes en mesure d'appliquer la méthode d'Agoston

et de déduire une famille de "générateurs". On parlera de préférene de "générateurs modulo"

dans le sens où une partie des aluls a été e�etuée ave un modulo. La question qui se pose alors

naturellement est de savoir s'il existe un lien entre les générateurs lassiques et les générateurs

modulo. Nous reviendrons sur e point lorsque nous exposerons les perspetives de e travail.

Les prinipales étapes de l'algorithme sont dérites i-dessous et les di�érenes ave la mé-

thode de Dumas sont mises en évidene :

1 (Préparation de la matrie pour l'algorithme de Dumas) : les lignes de la matrie

son rangées par ordre d'indie de pivot roissant,

2 (Prohe de Dumas - seule di�érene : on garde en mémoire la matrie entière,

Dumas "oubliait" les lignes nulles) : la matrie est mise en forme normale de

Smith ave autant de pivots à 1 que possible en :

� première passe : seules des opérations lignes élémentaires sont appliquées,

� deuxième passe : toutes les lignes sont réduites en utilisant leur gd

� la matrie est maintenant en forme triangulaire : on en déduit le déterminant

de la plus grande sous-matrie de déterminant non nul, qui est aussi égal au

produit des fateurs invariants

� tous les aluls ultérieurs seront e�etué modulo deux fois la valeur absolue

de e déterminant

3 Di�érent de Dumas : Des opérations lignes et olonnes élémentaires sont e�e-

tuées sur la sous-matrie ontenant des lignes non nulles pour aluler la forme

de Smith modi�ée de Cairns.

5.3.2 Premières expérimentations

Ces expérimentations ont été réalisées par Samuel Peltier et Laurent Fuhs, en se fondant

sur les aluls modulo mentionnés préédemment. Il s'agissait de déterminer, expérimentalement

pour ommener, si les générateurs modulo possédaient une signi�ation prohe des générateurs

lassiques.

Nous avons hoisi omme première validation de ette approhe des formes lassiquement

utilisées lorsque l'on herhe à tester des invariants topologiques. Nous présentons ii seulement

les générateurs de surfaes, ar les 2-yles sur des volumes sont di�ilement lisibles sur des

images 2D. La �gure 5.6 montre le résultat de es premiers essais sur un tore, une bande de

Moebius, une bouteille de Klein, et un objet un peu plus omplexe omposé d'un ylindre plein

et de deux tores. Le tore omporte deux trous de dimension 1, son groupe d'homologie H1 est

don isomorphe à Z⊕Z. Les deux générateurs modulo obtenus après aluls orrespondent aux

générateurs lassiques du premier groupe d'homologie du tore. La bande de Moebius, homotope

à un erle, a son premier groupe d'homologie isomorphe à Z. Le générateur modulo alulé par

notre méthode orrespond là enore au générateur lassique de H1. La bouteille de Klein est un
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exemple plus omplexe puisqu'elle omporte une torsion. H1 est ii isomorphe à Z + Z/2Z. Là

enore on obtient des générateurs modulo de la partie libre et de la partie de torsion qui sont

aussi des générateurs lassiques. Le dernier exemple représente un objet omposé, sans torsion,

et les générateurs modulo obtenus sont tout à fait satisfaisants.

Sur es exemples, il semble que les générateurs modulo oïnident ave des générateurs

lassiques. Bien sûr, il s'agit d'un éventail restreint et nous n'espérons pas une orrespondane

aussi parfaite dans tous les as. Nous pensons ependant qu'il est sans doute possible d'établir

un lien formel entre les générateurs modulo et les générateurs lassiques.

tore bande de moebius bouteille de Klein

objet omposé

Fig. 5.6 � Exemples de générateurs modulo de H1
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5.4 Conlusion et perspetives

Nous avons proposé une nouvelle approhe pour fournir en même temps qu'une aratéri-

sation des groupes d'homologie, une famille de haînes qui sont des "générateurs modulo". Il

s'agit d'un premier pas vers le développement et l'intégration d'outils homologiques génériques

en imagerie numérique.

Nos e�orts vont maintenant se porter dans deux diretions. Nous pensons tout d'abord

qu'il nous faut, en premier lieu, ompléter l'étude de l'obtention des générateurs des groupes

d'homologie. Certaines questions restent en e�et, à e jour, sans réponse. Voii quelques uns des

problèmes que nous souhaitons aborder :

• Les matries d'inidene que nous manipulons e�etivement, sont très reuses et ne

ontiennent généralement que les valeurs 0, 1 et −1. Nous aimerions posséder une mesure

du taux de remplissage de es matries durant le proessus de rédution, et être mesure de

déterminer dans quel as, un algorithme lassique provoque l'apparition de grands entiers.

Nous souhaitons pour ela nous appuyer sur des expérimentations à plus grande éhelle.

En outre, nous disposons pour la première question d'une étude de Donald et Chang [60℄

sur la omplexité du alul du type d'homologie d'une triangulation qui s'intéresse au

aratère reux des matries manipulées et pourra ertainement servir de point de départ.

• L'algorithme de Dumas sur lequel nous nous sommes appuyés propose une onstrution

partiulière des matries d'inidene dans le adre des omplexes simpliiaux pour fournir

en entrée de l'algorithme une matrie dont la forme permet des éonomies de aluls.

D'autre part, la méthode algorithmique de Kazy«ski et al., semble dans ertains as

plus e�ae que les méthodes matriielles de mise en forme de Smith alors qu'elle paraît

tout à fait équivalente à des manipulations matriielles. On peut don supposer que le

gain de omplexité observé provient de l'ordre de traitement des haînes et on peut se

demander si en onditionnant la matrie d'inidene de manière appropriée, on ne pourrait

pas améliorer la omplexité de la mise en forme de Smith. De manière générale, la question

est de savoir s'il existe des moyens pour onstruire les matries d'inidene de sorte que

les aluls ultérieurs soient moins oûteux, ou s'il existe un ordre à appliquer aux aluls

pour optimiser l'algorithme. Une étude plus poussée de l'algorithmique de Kazy«ski et

al. onstituera vraisemblablement la première étape de e travail,

• Notre algorithme fournit des "générateurs modulo". Sur les premières expérimentations

e�etuées, es générateurs ressemblent aux générateurs lassique. Et nous aimerions dé-

terminer dans quelle mesure, il est possible de relier des générateurs lassiques et des

générateurs modulo. Plus préisément, nous nous demandons si étant donnés un généra-

teur modulo, il existe un générateur lassique onstruit sur les mêmes éléments de la base

naturelle du groupe des haînes ave éventuellement des oe�ients di�érents. Une pre-

mière piste envisagée onsiste à traduire e problème sous forme de systèmes d'équations,

et de déterminer si es systèmes d'équation admettent une solution.

• Dans le même ordre d'idée, il pourrait être intéressant de parvenir à onstruire des généra-

teurs minimaux des trous d'un objet, autrement dit, des générateurs qui ollent vraiment

au trou. Deux pistes peuvent être envisagées, soit tenter d'obtenir un algorithme de ré-

dution produisant de tels générateurs, soit se ontenter après rédution d'un générateur

non minimal et le réduire par des opérations sur les haînes qui pourraient s'apparenter à

des algorithmes de type modèle déformable.

• En�n, un ertain nombre d'appliations que nous envisageons impliqueraient le alul de

groupes d'homologie loaux (autrement dit des groupes d'homologie d'un voisinage d'un
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point). On peut supposer que les aluls en seront simpli�és et il serait bon d'estimer les

omplexités dans e as.

La deuxième diretion que nous souhaitons aussi explorer est elle qui nous avait en pre-

mier amener à nous intéresser aux groupes d'homologie, à savoir déterminer omment exploiter

l'information topologique ontenu dans es groupes en image. Nous donnons ii quelques idées

d'appliations, où le pouvoir de représentation des groupes d'homologie pourrait être exploité.

• Pour ertaines appliations d'analyse d'images (squelettisation, par exemple), on souhaite

pouvoir aratériser sur des objets, des points dont l'enlèvement ne modi�e pas la topologie

(ni de l'objet, ni du fond). Di�érentes aratérisations de tels points ont été proposées,

notamment sur les grilles Z
2
, Z

3
et Z

4
. Cependant es aratérisations dépendent à la fois

du hoix de la grille omme struture de l'image, de la dimension des objets étudiés et des

adjaenes onsidérées. Il n'existe pas de dé�nition uni�ée de point simple sur Z
n
. Peut-

être, pourrait-on utiliser les groupes d'homologie du voisinage d'un point pour obtenir une

information, même partielle, sur sa "simpliité".

• De nombreuses appliations ont reours à des représentations multi-résolutions d'images.

On peut imaginer développer une telle méthode qui tiendrait ompte de la topologie

des images onsidérées et garantirait une ertaine ressemblane topologique (en terme

de groupe d'homologie éventuellement loaux) entre deux niveaux suessifs de la repré-

sentation.

• Certains algorithmes de modèle déformable néessite une initialisation qui n'est pas tou-

jours faile à e�etuer. Nos générateurs modulo pourraient éventuellement être utilisés lors

d'une phase d'initialisation d'un tel proessus.

• En�n, si les groupes d'homologie ontiennent moins d'informations que d'autres invariants

topologique, on sait que jusqu'en dimension 3 les groupes d'homologie loaux permettent

de aratériser omplètement les variétés [8℄. Cette faulté peut sans doute être exploitée

lors de l'analyse d'images de petites dimensions.
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Annexe A

Topologie générale

Cette annexe ontient les dé�nitions formelles des notions de topologie lassique que l'on

souhaiterait pouvoir retrouver sur des images.

A.1 Notions de topologie générale

Cette setion présente tout d'abord les dé�nitions essentielles liées à la topologie générale

1

,

puis présente un éventail non exhaustif des di�érents types de topologie existant. Elle se termine

sur une présentation des prinipaux invariants topologiques. De plus amples détails peuvent être

trouvés dans [7, 8, 85, 90, 128, 161, 162, 164, 174, 177, 178, 194℄.

A.1.1 Dé�nitions d'un espae topologique

Dé�nir une topologie sur un ensemble onsiste à y aratériser des sous-ensembles partiu-

liers, appelés ouverts. On suppose ii onnues les notions essentielles relatives à la théorie des

ensembles. Par la suite, on utilisera la notation E pour désigner un ensemble et P(E) pour

désigner l'ensemble des parties de E.

Dé�nition A.1 (Espae topologique (à partir des ouverts)) Un espae topologique est

un ensemble E et une famille O de P(E) satisfaisant les axiomes suivants :

� Toute union d'ensembles appartenant à O appartient aussi à O
� Toute intersetion �nie d'ensembles appartenant à O appartient aussi à O
� ∅ et E appartiennent à O

Les éléments de O sont appelés les ouverts de la topologie.

La famille des ouverts O est appelée topologie de E. Par un abus de langage, et lorqu'il n'y

a pas d'ambiguïté, on appelle l'espae topologique (E,O) tout simplement E.

� L'ensemble A = {1, 2, 3, 4} muni de la famille de sous-ensembles OA =
{∅, {1}, {4}, {1, 4}, {2, 3}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}} est un espae topolo-

gique �ni,

� L'ensemble des entiers Z muni de la famille de ses parties : P(Z) est un espae

topologique in�ni.

1

aussi nommée topologie ensembliste et en anglais point-set topology

203
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Pour simpli�er, on dé�nit le plus souvent la topologie d'un ensemble E à l'aide d'un sous-

famille B de ses ouverts, appelée base des ouverts telle que tout ouvert de E est une réunion

d'éléments de B.

� BA = {∅, {1}, {4}, {2, 3}} est une base de (A,OA)
� BZ = ∅ ∪ {{k}, k ∈ Z} est une base de (Z,P(Z))

Les ensembles omplémentaires des ouverts dans E sont appelés fermés. Ils forment une

famille F de parties de E. Une dé�nition symétrique d'un espae topologique à l'aide des fermés

existe.

Dé�nition A.2 (Espae topologique (à partir des fermés)) Un espae topologique est un

ensemble E et une famille F de parties de E satisfaisant les axiomes suivants :

� Toute union �nie d'ensembles appartenant à F appartient aussi à O
� Toute intersetion d'ensembles appartenant à F appartient aussi à F
� ∅ et E appartiennent à F

Les éléments de F sont appelés les fermés de la topologie.

Les familles des fermés assoiées aux espaes topologiques (A,OA) et (Z,P(Z))
orrespondent exatement à leurs familles d'ouverts.

Une notion importante dé�nie en haque point d'un espae topologique est la notion de

voisinage. Elle permet de formaliser l'idée de proximité entre des points, et ainsi de dé�nir des

propriétés telles que la onnexité.

Dé�nition A.3 (Voisinage) On appelle voisinage d'un élément e de E pour une topologie O
toute partie de E qui un ouvert ontenant e.

Le sous-ensemble {1, 2, 3} est par exemple un voisinage de l'élément {2} pour la

topologie préédemment assoiée à l'ensemble A. {1} est un voisinage de 1 pour la

même topologie.

On appelle famille de voisinages d'un élément e de E, un ensemble de parties de E véri�ant

4 propriétés spéi�ques.

Dé�nition A.4 (Famille de voisinages) Soit E un ensemble et e un élément de E, on appelle

famille de voisinages de e dans E, un ensemble de sous-parties de E véri�ant les propriétés

suivantes :

� e appartient à haun de ses voisinages.

� Tout sur-ensemble d'un voisinage de e est un voisinage de e.

� L'intersetion de deux voisinages de e est un voisinage de e.

� Tout voisinage U de e ontient un voisinage V de e tel que U soit également un voisinage

de haque point de V.

La famille {{2, 3}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}} est une famille de voisinages de

l'élément 2 de A pour la topologie OA
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On peut bien sûr véri�er qu'étant donnée une famille d'ouverts sur E, la notion de voisinage

déduite de ette topologie est ohérente ave ette dé�nition de famille de voisinages.

Mais plus intéressant enore, étant donnée une famille de voisinages en haque point de E, il
est possible de dé�nir sur E une topologie véri�ant les axiomes de A.1. Cette troisième manière

de dé�nir une topologie sur un ensemble, bien que moins souvent employée, s'avère plus prohe

du sens originel du terme topologie.

Théorème A.5 (Espae topologique (Voisinage)) Etant donné un ensemble E et en haque

élément e de E, une famille de voisinages V(e,E), le sous-ensemble de P(E) formé de tous les

O ⊆ E tels que :

e ∈ O ⇒ O ∈ V(e,E)

dé�nit une topologie sur E.

La topologie dé�nie sur l'ensemble A = {1, 2, 3, 4} à l'aide des ensembles de voi-

sinages i-dessous est la même que elle dé�nie par la famille d'ouverts OA:
� V(1, A) = {{1}, {1, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}}
� V(2, A) = {{2, 3}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}
� V(3, A) = {{2, 3}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}
� V(4, A) = {{4}, {1, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

Une dernière manière, en�n, de dé�nir une topologie onsiste à se fonder sur la notion pré-

topologique d'adhérene. On dé�nit une adhérene sur un ensemble omme une appliation qui,

à une partie U de E, assoie une partie plus grande U ′ ⊇ Ude E et, à l'ensemble vide, assoie

l'ensemble vide. Si ette appliation est idempotente

2

, et si l'adhérene de l'union de deux parties

est égale à l'union de l'adhérene de es deux parties, alors l'adhérene est dite topologique. Un

ensemble E muni d'une telle adhérene est alors un espae topologique dont la famille des ouverts

est la famille des sous-ensembles de E qui sont les omplémentaires des parties de E invariantes

par adhérene.

La topologie induite sur l'ensemble A = {1, 2, 3, 4} par l'appliation d'adhérene a
i-dessous est la même que elle dé�nie par la famille d'ouverts OA:
� a({1}) = {1}
� a({4}) = {4}
� a({2}) = a({3}) = a({2, 3}) = {2, 3}
� a({1, 4}) = {1, 4}
� a({1, 2}) = a({1, 3}) = a({1, 2, 3}) = {1, 2, 3}
� a({2, 4}) = a({3, 4}) = a({2, 3, 4}) = {2, 3, 4}
� a({1, 2, 4} = a({1, 3, 4} = a({1, 2, 3, 4}) = {1, 2, 3, 4}

Il existe en�n un type partiulier d'espae topologique appelés espaes d'Alexandro� ou espae

disrets dont les ouverts véri�ent une ontrainte supplémentaire.

Dé�nition A.6 (Espae d'Alexandro�) Un ensemble E muni d'une topologie O est appelé

espae d'Alexandro� si l'intersetion de toute famille d'ouverts

3

de O est aussi un ouvert de O.
2

une appliation a est dite idempotente ssi a ◦ a = a
3

autrement dit une intersetion �nie ou in�nie
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On parle aussi de topologie d'Alexandro� ou topologie disrète. Cette ontrainte s'exprime de

manière équivalente et symétrique sur les fermés. Une topologie est dite d'Alexandro� si l'union

de toute famille de fermés est un fermé. De tels espaes ont la propriété de posséder en haque

point de l'espae un plus petit voisinage (qui est exatement égal à l'intersetion de tous les

ouverts ontenant e point).

� Tout espae topologique onstruit sur un ensemble �ni est un espae d'Alexan-

dro�,

� L'espae topologique in�ni (Z,P(Z)) est aussi un espae d'Alexandro�,

� L'espae topologique dé�ni sur R par la famille d'ouverts OR = {]a, b[, a, b ∈ R}
n'est pas un espae d'Alexandro�. En e�et les intervalles ] − 1

n
, 1
n
[ sont des

ouverts pour tout n ∈ N
∗
mais leur intersetion

⋃
n∈N∗ ]− 1

n
, 1
n
[ est égale à {0}

qui n'est pas un ouvert.

En�n, il est utile de noter que si E est muni d'une topologie O, il existe une topologie induite
sur tout sous-ensemble de E, dont les ouverts sont dé�nis omme l'intersetion des ouverts de

E ave e sous-ensemble.

La topologie induite sur A′ = {1, 2, 3} ⊂ A par OA est la famille OA′ =
{{1}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

A.1.2 Di�érents types de topologie

Il existe di�érents types de topologie et plusieurs lassi�ations ont été proposées pour rendre

ompte de ette diversité. Nous présentons ii deux points de vue omplémentaires. L'un s'at-

tahe aux aratéristiques propres de la topologie et se fonde sur e qu'on nomme les axiomes

de séparation tandis que le deuxième prend en ompte les propriétés de l'espae sur lequel est

bâtie ette topologie et s'intéresse ainsi au type d'espae topologique onsidéré

Le premier est dû en partie à Kolmogorov. Il s'agit de aratériser les propriétés dites de

séparations des ouverts d'un espae topologique. Intuitivement, il s'agit de dérire la densité des

ouverts dans l'espae, autrement dit de dé�nir quels types de sous-ensembles vont être séparés

par des ouverts. L'autre onsiste à prendre en ompte les propriétés partiulières de l'ensemble

sur lequel est dé�nie la topologie. Ainsi des ensembles munis de ertaines propriétés vont posséder

une topologie induite et une struture plus rihe qui sera utilisée pour les étudier.

Il est important de posséder une onnaissane laire des prinipaux types de topologie,

puisque les objets et notions que l'on peut dé�nir sur un ensemble donné muni d'une topo-

logie dépendent essentiellement de la struture de et ensemble et des propriétés de sa topologie.

Les axiomes de séparation

4

permettent de di�érenier des espaes topologiques selon la �den-

sité� de leurs ouverts. Ces axiomes sont dénotés par la lettre T indié par un nombre

5

. Si Ti est
un axiome de séparation, on dit qu'un espae véri�ant Ti est Ti-séparé. On parle aussi d'espae

Ti. La numérotation des axiomes suit la règle suivante : un espae Ti-séparé est aussi Tj-séparé
pour tout j < i. Nous ne iterons ii que les 3 prinipaux axiomes de séparation.

4

appelés aussi axiomes de séparation de Tyhono�.

5

la notation T vient de l'initial du mot allemand signi�ant séparation : Trennung.



A.1. NOTIONS DE TOPOLOGIE GÉNÉRALE 207

T0 Espae de Kolmogorov Pour tout ouple de points, il existe un voisinage

de l'un qui ne ontient pas l'autre

T1 Espae de Fréhet Pour tout ouple de points, P et Q, il existe au

moins un voisinage de P ne ontenant pas Q et

un voisinage de Q ne ontenant pas P

T2 Espae de Hausdor� Pour tout ouple de points, il existe un voisinage

de l'un et de l'autre qui sont disjoints

Les espaes T2 sont dits séparés.

� L'exemple le plus simple d'espae topologique est un espae dont la topologie est

triviale, autrement dit les seuls ouverts sont l'ensemble vide et l'espae entier.

Une telle topologie est parfois aussi appelée topologie grossière et en anglais in-

disrete topology. Dans un espae muni d'une telle topologie, il est impossible

de distinguer deux éléments à l'aide de leur voisinage. Ainsi, tout espae onte-

nant plus d'un seul élément et dont la topologie est triviale n'est pas T0-séparé.
Par onséquent, il n'est pas non plus Ti-séparé pour tout i supérieur à 0.

� A l'opposé existe aussi une topologie, appelée parfois topologie disrète ou dis-

rete topology (par opposition à la �indisrete topology�), telle que tout single-

ton ontenant un point de l'espae est un ouvert. Un espae muni d'une telle

topologie est un espae de Hausdor�. En e�et, haque point P admet parmi ses

voisinages le singleton {P}. Ainsi étant donnés deux points P et Q, il existe un
voisinage de P ( {P}) et un voisinage de Q ({Q}) qui sont disjoints.

� L'exemple le plus onnu d'un espae T0 et non T1 est l'espae de Sierpinski.

Etant donné un ensemble E omposé de deux éléments x et y, la topologie de

Sierpinski assoiée est la famille d'ouverts {{x}, {x, y} = E, ∅}. Etant donné le
ouple de points {x, y}, il existe bien un voisinage de x, {x} qui ne ontient pas
y. A l'inverse, tout voisinage de y ontient x.

� Une sous-atégorie des espaes de Hausdor� est onstituée des espaes mé-

triques. Un espae métrique est un ensemble E sur lequel on a dé�ni une fon-

tion distane d : E × E −→ R qui satisfait les 3 propriétés suivantes :

� ∀(x, y) ∈ E × E, d(x, y) ≥ 0 et d(x, y) = 0 si et seulement si x = y
� ∀(x, y) ∈ E × E, d(x, y) = d(y, x)
� ∀(x, y, z) ∈ E × E × E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
Etant donné un élément x de E et un nombre réel ǫ, on appelle boule ouverte

entrée en x et de rayon ǫ, l'ensemble {y ∈ E, d(x, y) < ǫ}.
Un ouvert est alors dé�ni sur un tel espae omme une union quelonque de

boules ouvertes dans E. La famille omposée de es ouverts est appelée topologie

métrique de E. Un espae métrique E muni de ette topologie est bien un espae

de Hausdor�. On peut en e�et montrer qu'étant donnés deux points distints de

E, x et y, les boules ouvertes B(x, d(x,y)2 ) et B(y, d(x,y)2 ) sont disjointes.
La topologie lassiquement assoiée à R

n
est la topologie métrique onstruite sur

la distane eulidienne dE : ∀(x, y) ∈ R
n×R

n, dE (x, y) =
√∑i=n

i=1 (xi − yi)2. Par
la suite lorsqu'on parlera de l'espae topologique R

n
, on sous-entendra l'ensemble

R
n
muni de la topologie onstruite sur dE . Et tout sous-ensemble de R

n
sera

impliitement assoié à la topologie induite sur e sous-ensemble.

Les topologies peuvent aussi être di�éreniées en fontion des propriétés aratérisant les
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ensembles sur lesquelles elles sont onstruites, autrement dit en fontion du type d'espae topo-

logique étudié. Les informations supplémentaires assoiées à es ensembles permettent d'a�ner

l'étude de es espaes topologiques.

Comme on l'a déjà vu, on parle de topologie générale ou topologie ensembliste lorsqu'on ne

onnaît, a priori, auune propriété spéi�que de l'ensemble sur lequel elle est onstruite.

Lorsque et ensemble peut être équipé de strutures de groupe, d'anneau. . ., on parle de

topologie algébrique. Cette topologie est aussi onnue sous le nom de rubber-sheet geometry.

Elle est partiulièrement adaptée pour étudier la struture de trous dans les objets qui peuvent

souvent être représentés par des objets algébriques.

La topologie ombinatoire [8℄ est une topologie algébrique partiulière dont les sujets d'études

sont des objets ombinatoires, la plupart du temps des strutures ellulaires. La topologie linéaire

par moreaux ou PL-topologie [37℄ se restreint à une lasse d'objets ombinatoires, les espaes

triangulés. Elle manipule en outre des appliations linéaires par moreaux.

La topologie di�érentielle [32℄ travaille ave des objets di�érentiables, plus préisément des

variétés (f A.30) di�érentiables et des appliations, elles aussi, di�érentiables, autrement dit

C∞
.

Une topologie, plus réemment introduite, est la topologie ombinatoire di�érentielle [73,

74℄ . Elle vise à étudier des objets dé�nis de manière ombinatoire qui ont la propriété d'être

di�érentiables.

En�n, les espaes métriques sont des espaes qui possèdent une notion de distane. Une to-

pologie naturelle déoule diretement de la métrique hoisie, d'où le nom de topologie métrique.

Les espaes métriques les plus utilisés sont sans doute eux qui induisent une topologie euli-

dienne ou une topologie riemanienne. Mais il existe une grande variété de métriques onduisant

à des espaes topologiques di�érents. Il est ependant important de noter que tous les espaes

munis d'une topologie générale, algébrique, ombinatoire ou linéaire par moreaux ne sont pas

forément des espaes métriques.

De nombreuses autres topologies pourraient être itées ii mais nous nous limitons volontai-

rement aux plus signi�atives du point de vue de la manipulation des images. Le shéma A.1

page 209 réapitule les topologies itées ii et les prinipaux liens qui les unissent.

Ainsi, dans la plupart des études topologiques, la topologie lassique peut être enrihie d'ou-

tils spéi�ques attahés aux propriétés des ensembles onsidérés, permettant ainsi une meilleure

analyse de es ensembles.

A.2 Caratérisations et omparaisons de topologies

La prinipale raison d'être de la topologie réside dans l'étude de la morphologie, autrement

dit la struture d'ensembles, indépendamment de leur forme.

Il est don néessaire de pouvoir di�érenier des ensembles selon des ritères purement to-

pologiques. Aussi, la notion essentielle est-elle l'équivalene topologique entre deux ensembles

munis d'une famille d'ouverts.

Cependant, une telle équivalene est extrêmement di�ile à prouver et on se ontente souvent

d'étudier des propriétés qui ne aratérisent que partiellement la struture topologique d'un

ensemble. Ces propriétés peuvent être étudiées globalement ou loalement. Certaines sont dé�nies

sur tout type de topologie. D'autres néessitent des informations additionnelles. Ainsi, dans le

adre de la topologie algébrique, il est possible de dé�nir des outils spéi�ques permettant de

distinguer partiellement des espaes topologiques.
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Intuitivement, deux espaes sont dits topologiquement équivalents s'il est possible de passer

de l'un à l'autre par une déformation ontinue et vie versa. Il faut don tout d'abord dé�nir

formellement la notion de déformation ontinue, usuellement appelée appliation ontinue.

Dé�nition A.7 (Appliation ontinue) Une appliation d'un espae topologique E vers un

espae topologique E′
assoie à tout élément e de E un unique élément de E′

, appelé l'image de

e.
Elle est dite ontinue si l'image réiproque de tout ouvert de E′

est un ouvert de E.

L'appliation f de A munie de la topologie OA vers A′
assoiée à OA′

dé�nie

i-dessous est ontinue :

� f(1) = f(4) = 1
� f(2) = 3
� f(3) = 2

On peut alors dé�nir la notion d'homéomorphisme qui traduit l'idée de transformation onti-

nue dans les deux sens.

Dé�nition A.8 (Homéomorphisme) Un homéomorphisme entre deux espaes topologiques

est un isomorphisme ontinu dont l'inverse est aussi ontinu.

� L'appliation f préédemment dé�nie n'est pas un homéomorphisme,

� L'appliation g :]−π2 ,
π
2 [−→ R, dé�nie par g(x) = tan−1(x) est un homéomor-

phisme entre ]−π2 ,
π
2 [ et R

Deux espaes seront alors dits topologiquement équivalents s'ils sont homéomorphes.

Dé�nition A.9 (Espaes homéomorphes) Deux espaes topologiques sont dit homéomorphes

ou topologiquement équivalents s'il existe un homéomorphisme entre eux.

� ]−π2 ,
π
2 [ et R sont homéomorphes,

� un disque et un hémisphère sont eux-aussi homéomorphes. En e�et, si l'on �po-

se� un hémisphère sur un plan, il su�t de onsidérer la projetion de l'hémi-

sphère sur e plan pour obtenir un homéomorphisme entre le disque et l'hémi-

sphère.

Dans la plupart des as, il est très di�ile de dire si deux espaes sont homéomorphes. En

e�et, mettre en évidene une appliation ontinue dans les deux sens est loin d'être trivial. Il est

souvent possible de dé�nir une appliation ontinue d'un espae vers un autre mais l'étude de son

inverse et de son éventuelle ontinuité posent plus de problèmes. Dans le adre plus restreint de

la topologie algébrique, il existe d'autres outils pour étudier l'équivalene de plusieurs espaes.

Ils ne garantissent malheureusement pas l'équivalene topologique au sens strit mais permettent

plut�t d'établir di�érents niveaux de ressemblanes. On les appelle des invariants topologiques.

On ne dresse pas ii une liste exhaustive de toutes les propriétés topologiques qui sont

préservées par homéomorphisme. On se ontente de présenter elles que l'on souhaite pouvoir

reonnaître dans le adre de la manipulation d'images.

Il existe di�érentes manières de présenter es invariants. On peut, par exemple, les lasser sui-

vant leur puissane de représentation. Certains permettent en e�et de aratériser plus �nement
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la topologie que d'autres. On peut aussi distinguer les invariants qui néessitent de faire appel à

des strutures algébriques supplémentaires (groupes) de eux qui sont diretement dé�nissables

sur des ensembles quelonques munis d'une topologie. Une autre possibilité que nous suivons

ii onsiste à di�érenier les invariants qui peuvent être étudiés sur des espaes topologiques

quelonques (éventuellement munis d'outils algébriques) de eux qui se fondent sur une déom-

position ellulaire de l'espae assoié. Nous verrons dans la setion suivante que ette distintion

se retrouve dans les deux prinipales approhes utilisées pour onstruire une topologie sur des

images.

Le shéma A.2 montre la hiérarhie des invariants algébriques que nous étudions

ii. Voii en outre quelques exemples d'objets qui sont identiques du point de vue

d'un invariant mais di�érents du point de vue d'un invariant �supérieur� :

� Les graphes X et Y (Fig. A.3-a) sont homotopes mais non homéomorphes, de

même un disque et un point, ou un ruban de Möbius (Fig. A.10) et un erle,

� L'objet omposé de 2 erles (sphère de dimension 1 : S1
) et d'une sphère de

dimension 2 dont on a identi�é un point (wedge sum of 2 irles and a 2-sphere)
homéomorphe à l'objet de la �gure A.3-b, dénoté par S1 ∨ S1 ∨ S2

possède la

même homologie que le tore de la �gure A.3-, noté par S1×S1
. Ces deux objets

ne sont ependant pas homotopes.

� Les objets B et C ont la même aratéristique d'Euler mais ni les mêmes

nombres de Betti, ni les mêmes groupes d'homologie. B est notamment onnexe

sans trou, tandis que C possède deux omposantes onnexes et un trou,

� Le plan projetif omplexe

6

dénoté par CP 2
et l'espae S2 ∨ S4

(une 2-sphère et

une 4-sphère ollées en un point) ont même ohomologie mais pas le même type

d'homotopie.

A.2.1 Invariants sur un espae quelonque

Nous nous intéressons ii aux notions de onnexité, de dimension et d'homotopie.

Il est naturel de ommener par se demander si un espae topologique est "d'un seul tenant"

ou bien omposé de plusieurs parties. Les notions de onnexité et de omposantes onnexes

formalisent ette question. Les invariants topologiques algébriques que nous verrons plus loin

permettront, entre autres, de déteter dans des espaes topologiques des "oupures" plus subtiles,

qui ne partagent pas un espae en plusieurs parties mais y réent des "trous".

Dé�nition A.10 (Connexité) Un espae topologique est dit onnexe s'il n'est pas l'union de

deux ouverts disjoints.

Dé�nition A.11 (Composante onnexe) Soit e un élément d'un espae topologique E, la
omposante onnexe ontenant e est l'union de tous les ensembles onnexes ontenant e et

ontenus dans E.

� l'espae topologique préédemment dé�ni sur l'ensemble A n'est pas onnexe

puisqu'il est égal à l'union de deux ouverts disjoints {1, 4} et {2, 3}
� la �gure A.4 montre des exemples de sous-espaes de R

2
onnexes (B et C) et

non onnexe (B ∪ C)
6

Le plan projetif omplexe onsiste en l'ensemble des lasses d'équivalene [a, b, c] des triplets ordonnés (a, b, c)
de C

3 − {(0, 0, 0)} pour la relation d'équivalene (a, b, c) ∼ (a′, b′, c′) si (a, b, c) = (λa′, λb′, λc′) pour un nombre

omplexe non nul λ.



212 ANNEXE A. TOPOLOGIE GÉNÉRALE

Homéomorphisme

Groupes d'homotopie

Groupes et anneaux de ohomologie

Groupes d'homologie

Nombres de Betti

Caratéristique d'Euler

Fig. A.2 � Puissane de omparaison des invariants topologiques (algébriques) du haut en bas

par ordre déroissant.
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(a) Les graphes X et Y sont homotopes

mais non homéomorphes.

(b) S1∨S1∨S2
et le tore S1×S1

ont même homologie

mais pas même type d'homotopie.

β0 = 2, β1 = 1

B

χ = 1− 7 + 7 = 1

C

χ = 2− 6 + 5 = 1

β0 = 1, β1 = 0

() Les objets B et C ont la même aratéristique

d'Euler (1) mais ni les mêmes nombres de Betti, ni les

mêmes groupes d'homologie.

Fig. A.3 � Comparaisons de la puissane de représentation des invariants topologiques algé-

briques.
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B C

Fig.A.4 � L'espae topologique assoié à B est onnexe, l'espae topologique assoié à l'ensemble

B ∪ C n'est pas onnexe.

Une onséquene immédiate de ette dé�nition est que deux omposantes onnexes qui ont

un élément en ommun sont onfondues. Ainsi, un espae topologique est dé�ni par l'ensemble
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de ses omposantes onnexes.

Théorème A.12 (Partitionnement d'un espae topologique) L'ensemble des omposantes

onnexes d'un espae topologique en onstitue une partition.

L'espae topologique assoié à l'ensemble A peut être partitionné en 3 omposantes

onnexes : {1}, {4}, et {2, 3}.

Il existe un autre notion de onnexité, la onnexité par ars ou onnexité par hemins qui

est, en générale, plus restreinte que la notion de onnexité. Nous verrons plus tard qu'elle peut

lui être équivalente sur les objets et les hemins dé�nis en topologie ombinatoire.

Dé�nition A.13 (Connexité par ars) Un espae topologique E est dit onnexe par ars si

pour tout ouple d'éléments de E, e et f , il existe un hemin de e à f autrement dit une

appliation ontinue de [0, 1] dans E.

Théorème A.14 (Lien entre onnexité et onnexité par ars) Un espae topologique

onnexe par ars est onnexe. La réiproque est généralement fausse.

Le sous-espae de R
2
dé�ni i-dessous est onnexe mais non onnexe par ars :

E = {(x, y) ∈ R
2, y = sin(1/x) pour x > 0} ∪ {(0, y) ∈ R

2, y ∈ [−1, 1]}

Il existe plusieurs notions de dimension en topologie. Nous nous intéressons ii à la notion de

dimension introduite par Lebesgue, onnue sous le nom de dimension de reouvrement ou dimen-

sion topologique. Elle généralise la notion de dimension eulidienne à des espaes quelonques.

Elle néessite de dé�nir préalablement les notions de reouvrement, d'ordre d'une famille de

sous-ensembles, et de ra�nement.

Dé�nition A.15 (Reouvrement) Une famille A de sous-ensembles de E est un reouvre-

ment si l'union de ses éléments est égale à E. On l'appelle reouvrement ouvert de E si ses

éléments sont des ensembles ouverts de E.

Un reouvrement minimal est un reouvrement tel que si on enlève un de ses éléments, on

n'a plus un reouvrement de l'espae.

Dé�nition A.16 (Ordre d'une famille de sous-ensembles) Une famille A de sous-

ensembles d'un espae E est d'ordre m si un ertain point de E est dans m éléments de A et

auun point de E n'est dans plus de m éléments de A.

Dé�nition A.17 (Ra�nement) On dit qu'une famille B ra�ne A ou est un ra�nement de

A si haque élément B de B est ontenu dans au moins un élément de A.

La famille A1 = {{1}, {1, 2}, {2, 3, 4}} est un reouvrement de l'espae topologique

assoié à A qui n'est ni ouvert ni minimal. L'ordre de ette famille est 2. La famille

A2 = {{1}, {2}, {3}, {4}} est un reouvrement minimal non ouvert de A. L'ordre
de ette famille est 1. La famille A3 = {{1}, {4}, {2, 3, 4}} est un reouvrement

ouvert minimal de A. L'ordre de ette famille est 2. A3 est un ra�nement de A1

et A2 est un ra�nement de A1 et A3.
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Dé�nition A.18 (Dimension topologique) Un espae E est dit de dimension �nie s'il existe

un entier m tel que pour haque reouvrement ouvert A de E, il existe un reouvrement ouvert

B de E qui ra�ne A et qui est d'ordre au plus m+1. La dimension topologique de E est dé�nie

omme la plus petit valeur m pour laquelle ette a�rmation est véri�ée.

Ainsi, onsidérons par exemple l'ensemble des entiers Z muni de la topologie dis-

rète (tout singleton ontenant un point de l'espae est un ouvert). Un reouvre-

ment minimal de Z est la famille de tous les singletons ontenus dans Z. Il s'agit

d'un reouvrement ouvert tel que haque point de l'ensemble appartient exatement

à un élément du reouvrement. La dimension de Z est don bien 0.

L'invariant topologique que nous présentons maintenant a été introduit par Poinaré pour

pallier ertains défauts d'autres invariants, les groupes d'homologie, que nous évoquerons plus

loin. Ce sont aussi des groupes, appelés groupes d'homotopie. On peut assoier une suite de

groupes d'homotopie à un espae topologique. Le plus utilisé est le groupe d'homotopie de di-

mension 1 ou groupe fondamental. Il repose sur les di�érentes manières de onstruire et déformer

de manière ontinue des ourbes fermées sur un espae topologique. Il se fonde sur la dé�nition

d'une relation d'équivalene, dite équivalene homotopique. On dira que deux ourbes fermées

sont homotopiquement équivalentes s'il existe une déformation ontinue qui envoie l'une sur

l'autre. De même on dira qu'une ourbe fermée est homotopiquement équivalente à 0 s'il existe

une déformation ontinue qui envoie ette ourbe sur un point.

Formellement, on dé�nit d'abord la relation d'homotopie de fontions.

Dé�nition A.19 (Homotopie de fontions) Soient f0 et f1 deux appliations ontinues d'un

espae X dans un espae Y . f0 est dite homotope à f1, s'il existe une appliation ontinue F du

produit X × [0, 1] dans Y telle que F (x, 0) = f0(x) et F (x, 1) = f1(x) pour tout x ∈ X

Pour tout t ∈ I, on note ft : X → Y l'appliation x 7−→ F (x, t) et on dit que ft ou F est

une homotopie de f0 à f1.

Les hemins sur un espae topologique étant dé�nis omme des fontions ontinues de l'inter-

valle [0, 1] sur l'espae, on peut alors en déduire une notion d'homotopie de hemins, qui requiert

une ondition supplémentaire. Les deux hemins doivent avoir les mêmes extrémités et es deux

points ne doivent être déplaés à auun moment de la déformation ontinue qui mène de l'un à

l'autre.

Dé�nition A.20 (Homotopie de hemins) Deux hemins c et c′ dans X ayant même ori-

gine v et même extrémité w sont homotopes s'il existe une appliation ontinue F du produit

X × [0, 1] dans Y telle que F (x, 0) = c(x), F (x, 1) = c′(x) pour tout x ∈ X et F (0, t) = c(0),
F (1, t) = c′(1) pour tout t ∈ [0, 1].

La relation d'homotopie est une relation d'équivalene dans l'ensemble des hemins joignant

v à w. Le groupe fondamental est alors dé�ni omme le groupe d'équivalene pour la relation

d'homotopie des boules ou laets enrainé en un point de l'espae, 'est à dire des hemins dont

l'origine et l'extrémité sont onfondus

7

. En outre, il est possible de démontrer que les groupes

fondamentaux dé�nis en tout point d'une même omposante onnexe par ars de l'espae sont

isomorphes.

7

on parle aussi de ourbe fermée.
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w

c1

c2

v

Fig. A.5 � Les hemins c1 et c2 sont homotopes dans R
2
.

Dé�nition A.21 (Groupe fondamental π1) Le groupe fondamental d'un espae onnexe par

ars est dé�ni omme le groupe des lasses d'équivalene pour la relation d'homotopie, des laets

enrainés en un point p.

� Tous les hemins enrainé en un point d'un disque sont équivalents pour la

relation d'homotopie à un point. Le groupe fondamental du disque est don

isomorphe au groupe trivial 0.
� Les hemins enrainés en un point de la surfae d'un tore sont homotopes soit

à un des deux erles mis en valeur sur la �gure A.6, soit à une ombinaison de

es deux erles. Le groupe fondamental du tore est don isomorphe au groupe

Z⊕ Z.

Fig. A.6 � Mise en évidene des générateurs du groupe fondamental du tore.

On peut élargir la notion de hemin dans des dimensions supérieures et ainsi dé�nir les

groupes d'homotopie de hemin πn, n > 1.

Dé�nition A.22 (Groupes d'homotopie πn) Un laet de dimension n sur un espae topo-

logique X est une appliation ontinue du ube n-dimensionnel In = [0, 1]n dans X.

Le nème groupe d'homotopie d'un espae onnexe par ars est dé�ni omme le groupe des

lasses d'équivalene pour la relation d'homotopie, des laets de dimension n enrainés en un

point p.

Pour n > 1, πn est abélien.
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Les groupes fondamentaux d'une sphère de dimension n, πm(Sn) sont triviaux

pour m < n et πn(S
n) est isomorphe à Z.

Ces groupes bien que ontenant plus d'informations que les groupes d'homologie sont rare-

ment utilisés en pratique pare qu'ils sont très di�iles à aluler e�etivement.

Cependant, la notion d'homotopie permet de dé�nir d'autres notions partiulièrement utiles.

Il est ainsi parfois possible de omparer deux espaes selon leur type d'homotopie.

Dé�nition A.23 (Type d'homotopie) Deux espaes X et Y ont même type d'homotopie s'il

existe une appliation ontinue f : X → Y et une appliation ontinue g : Y → X telles que les

appliations g ◦ f et f ◦ g soient respetivement homotopes aux appliations identités de X et

de Y .

L'appliation f (resp. g) est alors appelée une équivalene homotopique de X à Y (resp. de

Y à X). On dit d'un espae qui a le même type d'homotopie qu'un point qu'il est ontratile,

autrement dit il peut être ontinûment déformé pour se réduire à un point.

� L'espae R
n
a le même type d'homotopie qu'un point. On peut en e�et montrer

que si f est l'appliation onstante de R
n
sur {0} et si g est l'injetion anonique

de {0} sur R
n
, alors l'appliation (x, t) 7−→ tx est une homotopie de g ◦ f à

l'appliation identité de R
n

� Il est aussi possible de montrer que l'espae R
n−{0} a le même type d'homotopie

que la sphère Sn−1
.

Les espaes ontratiles appartiennent à une lasse d'espae plus large : les espaes simple-

ment onnexes.

Dé�nition A.24 (Espae simplement onnexe) Un espae onnexe par ars est dit simple-

ment onnexe si toute ourbe fermée sur et espae peut-être ontinûment déformée en un point

tout en restant dans l'espae.

� La �gure A.7 montre deux sous-espaes du plan eulidien, l'un simplement

onnexe, l'autre pas.

� R
2
est simplement onnexe, tandis que R

2−{0} ne l'est pas. Et pour tout n > 2,
R
n
et R

n
privé de l'origine sont simplement onnexes.

� La sphère Sn est simplement onnexe si et seulement si n ≥ 2

Autrement dit un espae simplement onnexe est un espae onnexe par ars dont le groupe

fondamental est trivial (i.e. ne ontient que l'identité). Il existe des espaes simplement onnexes

mais non ontratiles. L'exemple le plus onnu en est la sphère de dimension supérieure ou égale

à 2.

Tous les espaes ne sont pas ontratiles mais ils peuvent parfois se réduire à un sous-espae

plus petit possédant le même type d'homotopie. Il s'agit en quelque sorte de �projeter� un

espae sur un sous-espae approprié. Or en topologie, l'équivalent de la projetion s'appelle

une rétration et le sous-espae obtenu un rétrate. Cependant, un rétrate n'a pas forément

le même type d'homotopie que l'espae originel. Pour garantir que ette propriété ne se perd

pas, il faut ontraindre la rétration à suivre ertaines règles. On parle alors de rétrate par

déformation.
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B C

Fig. A.7 � Le sous-espae B est simplement onnexe, tandis que C ne l'est pas.

Dé�nition A.25 (Rétrate) Un sous-espae Y d'un espae X est un rétrate de X s'il existe

une appliation ontinue r, appelée rétration de X vers Y telle que r(y) = y pour tout y ∈ Y

� Tout point d'un espae X est un rétrate de X,

� Le sous-espae {0, 1} n'est pas un rétrate de l'espae [0, 1], ar il ne peut exister
d'appliation ontinue d'un espae onnexe vers un espae non onnexe.

Par dé�nition d'une rétration, il est toujours possible de réduire un espae à un de ses

points. Or si l'espae n'est pas onnexe par ars, il n'y a auune hane qu'il ait le même

type d'homotopie qu'un point. Cette onstatation on�rme que l'opération de rétration non

ontrainte ne préserve pas le type d'homotopie.

Dé�nition A.26 (Rétrate par déformation) Un sous-espae Y d'un espae X est un ré-

trate par déformation de X s'il existe une rétration r de X sur Y et une appliation ontinue

H : X × I → X telles que :

i). H(x, 0) = x pour tout x ∈ X,

ii). H(x, 1) = r(x) ∈ Y pour tout x ∈ X,

iii). H(x, t) = x pour tout x ∈ Y et t ∈ I

Nous avons don ii un as partiulier d'homotopie, pour lequel la valeur de ft est indépen-
dante du temps sur un sous-espae donné.

La dé�nition de rétrate par déformation adoptée par les anglo-saxons est quelque peu di�é-

rente. Ils quali�ent en e�et de rétrate par déformation tout rétrate obtenu par une rétration

qui, vue omme une appliation de X dans X, est homotope à l'identité sur X. Autrement dit,

ils n'imposent que les onditions (i) et (ii). Lorsque la ondition (iii) est rajoutée, ils parlent

alors de fort rétrate par déformation ou strong deformation retrat [194℄.

La sphère Sn−1
est un rétrate par déformation de R

n
privé de son origine.

Théorème A.27 (Rétrate par déformation et type d'homotopie ) Un rétrate par dé-

formation Y d'un espae topologique X a le même type d'homotopie que l'espae X.
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A.2.2 Invariants sur un espae muni d'une déomposition ellulaire

Nous nous intéressons maintenant à des invariants, issus de la topologie algébrique, nées-

sitant de pouvoir réaliser une déomposition ellulaire de l'espae. Nous allons les présenter

suintement, en insistant plus partiulièrement sur leur pouvoir de représentation. Là, non

plus, il ne s'agit pas de dresser une liste exhaustive de tous les invariants algébriques mais plut�t

de présenter eux qui peuvent s'avérer utiles dans le adre de l'imagerie numérique. Nous évo-

querons don ii la aratéristique d'Euler, les groupes d'homologie, les groupes et anneaux de

ohomologie. Il est à noter qu'ils ont été, historiquement, inventés à peu près dans et ordre, du

plus faible au plus �able. En e�et, dès lors qu'un invariant ne parvenait pas à di�érenier deux

objets topologiques non homéomorphes, on herhait un nouvel invariant apable de le faire.

La aratéristique d'Euler n'est pas à proprement parler un invariant algébrique mais elle

peut être reliée au rang des groupes d'homologie omme nous le verrons plus loin. Elle a d'abord

été introduite sur les polyèdres. Elle est alors égale au nombre de faes moins le nombre d'arêtes

plus le nombre de sommets. Elle a ensuite été étendue à des objets

8

de dimension n qui peuvent

être dé�nis par agglomération d'un nombre �ni d'éléments de dimension k, ou k-ellules pour k
allant de 0 à n. On peut montrer que la valeur de la aratéristique d'Euler reste la même quelle

que soit la déomposition ellulaire hoisie pour l'objet. Elle aratérise don bien l'objet.

Dé�nition A.28 (aratéristique d'Euler (étendue)) Soit O un objet topologique de di-

mension n et ρr le nombre de r-ellules de O pour r ∈ {0, · · · , n}. La aratéristique d'Euler de

O, notée χ(O), est dé�nie par :

χ(O) =

n∑

r=0

(−1)rρr

� La sphère S2
peut être déomposée en deux alottes (deux 2-ellules), un segment

fermé (une 1-ellule) et un point (une 0-ellule) (f Fig. A.8-a). Sa aratéris-

tique d'Euler est ainsi égale à χS2 = 2− 1 + 1 = 2.
� Le tore peut se déomposer en une fae unique (une 2-ellule), deux segments

(deux 1-ellule) et un point (une 0-ellule) (f Fig. A.8-b). Sa aratéristique

d'Euler est ainsi égale à χT = 1− 2 + 1 = 0

Les groupes d'homologie sont une autre atégorie d'invariants topologiques qui permettent de

mettre en évidene les "trous" d'un espae topologique. A un espae topologique est assoiée une

suite de groupes d'homologie {Hk} pour k supérieur ou égal à 0.H0 renseigne sur les omposantes

onnexes de l'espae, tandis que Hk, k > 0 aratérise ses "trous k-dimensionnels". Ces groupes

sont formellement dé�nis dans le hapitre 5 page 175). On peut juste noter ii qu'ils néessitent

la dé�nition d'un groupe Ck, appelé groupe des k-haînes, pour haque dimension k présente

dans la subdivision ellulaire. Chaun de es groupes permet de dé�nir la struture des éléments

d'une dimension donnée. Un élément de Ck est une haîne de dimension k, autrement dit une

ombinaison linéaire d'éléments de dimension k de l'espae ave des oe�ients pris dans un

groupe abélien. Une base naturelle d'un tel groupe est onstituée de l'ensemble des éléments k-
dimensionels de l'espae. On assoie à es groupes une suite de morphismes {∂k : Ck → Ck−1} qui
préisent la notion de bord entre les éléments dont la dimension di�èrent de 1. Ces morphismes

doivent re�éter la propriété suivante : le bord d'un bord est nul. Autrement, dit ∂k∂k+1 = 0. On

8

Il s'agit de la lasse des omplexes ellulaires que nous reverrons plus loin.
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(b) Déomposition ellulaire

du tore.

Fig. A.8 � Déomposition ellulaire de deux objets simples.

peut remarquer qu'il existe di�érents types d'homologie, haun lié au hoix du groupe abélien

dans lequel sont pris les oe�ients des haînes. Les groupes de oe�ients les plus utilisés

sont les groupes Z (groupe des entiers) et Z/pZ (groupes des lasses d'équivalene des entiers

pour la relation modulo p). Le groupe Z/2Z est partiulièrement utilisé lorsque les ellules de la

subdivision ne peuvent pas être munis d'une orientation.

La �gure A.9 représente un objet omposé de 3 faes, 9 arêtes et 6 sommets. Il

ne possède qu'une omposante onnexe : son groupe d'homologie de dimension 0
est don isomorphe à Z. Il existe un trou de dimension 1, délimité par les arêtes

[v2, v4], [v4, v5] et [v5, v2] et auun trou 2-dimensionel. les groupes H1 et H2 sont

ainsi respetivement isomorphes à Z et au groupe trivial.

v6

v3

v5v4

v2v1

Fig. A.9 � Déomposition ellulaire d'un sous-espae de R
2
.

Il existe une relation entre le groupe fondamental π1 et le groupe d'homologie de dimension 1,
H1. Ces deux groupes étudient des boules de dimension 1. La di�érene essentielle est que deux
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yles orientés di�éremment appartiennent à la même lasse d'homologie mais généralement pas

à la même lasse d'homotopie. Le groupe d'homologie de dimension 1 n'est rien d'autre que

l'abélianisation du groupe fondamental (f Hather [90℄ page 166).

On appelle nème nombre de Betti et on note βn le rang du groupe d'homologie de dimension

n. β0
indique le nombre de omposantes onnexes de l'espae tandis que βn, n > 0 ompte

le nombre de �trous n-dimensionnels� de l'espae topologique. Les nombres de Betti sont des

invariants topologiques moins fort que les groupes d'homologie. On peut prouver que la araté-

ristique d'Euler peut être reliée aux nombres de Betti de la manière suivante : χ =
∑n

r=0(−1)rβr.

Ainsi les nombres de Betti assoiés l'espae de la �gure A.9 sont : β0 = 1, β1 = 1,
β2 = 0. Le alul lassique de la aratéristique d'Euler donne : χ = 3−9+6 = 0.
Cette valeur oïnide bien ave elle donnée par le alul en fontion des nombres

de Betti : χ = 1− 1 + 0 = 0. Un autre exemple de nombres de Betti assoiés à un

objet ellulaire est donné sur la �gure A.3- page 213.

Il existe aussi un invariant topologique qui n'est autre que le dual des groupes d'homologie. Il

s'agit des groupes de ohomologie. Ils permettent aussi de aratériser les trous (plus préisément

les �o-trous�) d'un espae. Cependant, leur struture algébrique est plus omplète que elle des

groupes d'homologie. Il est, en e�et, possible de leur adjoindre un produit : le up produt

qui leur donne une struture d'anneau. La dé�nition formelle de es groupes demanderait ii

l'introdution de trop de notions additionnelles. Le leteur intéressé pourra satisfaire sa uriosité

au hoix dans [8, 90, 156, 177℄.

A.3 Un espae topologique partiulier : la variété

Historiquement, les topologues se sont toujours partiulièrement intéressés aux espaes to-

pologiques qui ressemblaient, du moins loalement, à un espae de référene. Les variétés sont

de tels espaes qui ont la propriété d'être loalement équivalents à un espae eulidien. Plus

prosaïquement, une variété lorsqu'elle est onnexe, fermée et ontenue dans un espae eulidien

de dimension juste supérieure, possède une propriété partiulièrement intéressante. Elle sépare,

en e�et, l'espae qui la ontient en deux parties, dont l'une est �nie. Autrement dit, elle permet

de dé�nir des objets au sein d'un espae topologique. Il s'agit en quelque sorte d'une exten-

sion de la notion de ourbe fermée dé�nie dans des espaes 2D pour des espaes de dimensions

supérieures. Une ourbe fermée dans un espae 2D peut ainsi être vue omme une variété de

dimension 1.

Avant de dé�nir la notion de variété topologique, il est néessaire d'introduire la notion

d'espae ompat. La propriété de ompaité est elle-aussi un invariant topologique.

Dé�nition A.29 (Espae ompat) Un espae E est dit ompat si tout reouvrement ouvert

de E ontient un sous-reouvrement �ni

9

.

� Tout espae topologique �ni est ompat,

� [0, 1] est ompat tandis que [0, 1[ ne l'est pas,

� La sphère de dimension n, Sn, est ompate pour tout n

9

Il existe une autre dé�nition d'un espae ompat qui requièrt en outre que l'espae soit séparé.
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Dé�nition A.30 (Variété topologique) Une variété topologique

10

de dimension n ou n-
variété est un espae topologique de Hausdor� dont haque élément possède un voisinage ho-

méomorphe à un ouvert de En (espae eulidien de dimension n) ou à la moitié fermée de

En.

L'ensemble des points qui ont un voisinage homéomorphe à un ouvert de En est appelé

l'intérieur de la variété. Le omplément de l'intérieur est appelé le bord, 'est une (n−1)-variété.

Une variété dont le bord est vide est dite fermée si elle est ompate, sinon elle est dite

ouverte.

La sphère de dimension n est bien sûr une variété topologique de même que le

tore, et la bouteille de Klein par exemple.

Une 2-variété fermée onnexe dans E3
est ommunément appelée une surfae. Le théorème

de Jordan dit qu'une surfae sépare E3
en deux omposantes onnexes dont l'une est �nie. Ce

théorème s'étend dans les dimensions supérieures.

Théorème A.31 (Jordan-Brouwer) SiM une variété fermée et onnexe de dimension n−1
plongée dans En, alors En\M a deux omposantes onnexes dont l'une est fermée.

Un variété fermée et onnexe de dimension n− 1 plongée dans En est généralement appelée

une hyper-surfae.

Pour pouvoir di�érenier l'intérieur de l'extérieur d'une hyper-surfae, on herhe générale-

ment à attribuer une orientation à l'hyper-surfae. En e�et, il est possible de montrer que toute

(n− 1)-variété plongeable dans En est orientable

11

. Il existe plusieurs manières de dé�nir la no-

tion d'orientation sur des variétés. L'une d'elles utilise un invariant topologique que nous avons

déjà évoqué : les groupes d'homologie (f page 219). Il est tout d'abord possible de montrer que

siM est une variété fermée de dimension n, alors son nème groupe d'homologie onstruit sur le

groupe de oe�ients Z est soit trivial ({0}) soit isomorphe à Z. On utilise e groupe partiulier

pour déteter l'orientabilité d'une surfae et y dé�nir une orientation.

Dé�nition A.32 (orientabilité et orientation d'une variété) Une variété fermée M de

dimension n est dite orientable si son nème groupe d'homologie est isomorphe à Z.

Une orientation est dé�nie sur M par le hoix d'un isomorphisme :

o : Z −→ Hn(M)

Une variété orientable munie d'une orientation est dite orientée.

On peut déduire des propriétés de Z qu'une variété orientable admet exatement deux orien-

tations di�érentes

12

.

Pour une surfae de dimension 2, la propriété d'orientation peut s'exprimer plus intuitive-

ment. Une telle surfae est en e�et orientable si un erle posé sur elle ave une orientation donnée

et déplaé tout autour de la surfae revient à sa position initiale ave la même orientation.

Le tore est une variété orientable, tandis que la bouteille de Klein (Fig. ??) et le

ruban de Möbius (Fig. A.10) ne le sont pas.
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Fig. A.10 � Ruban de Möbius : une variété non orientable.

Ce théorème montre une autre utilité des groupes d'homologie. Etant donnée une variétéM
de dimension n − 1 dont le (n − 1)ème groupe d'homologie est trivial, on peut a�rmer queM
n'est pas plongeable dans En.

Cette dé�nition de l'orientabilité orrespond bien à l'idée que l'on se fait des groupes d'ho-

mologie. En e�et, le nème groupe d'homologie d'une variété de dimension n mesure le nombre

de avités de dimension n ontenues dans ette variété. Or une variété fermée de dimension n
plongée dans un espae eulidien de dimension n + 1, don orientable, sépare l'espae en deux

parties dont une seule est fermée. La variété possède don un et un seul trou de dimension n. Il
est don normal que son nème groupe d'homologie soit de rang 1 et isomorphe à Z.

Il est possible d'ajouter des propriétés supplémentaires aux variétés en se plaçant dans des

espaes topologiques moins généraux. Ainsi, dans des espaes topologiques di�érentiables, on

dé�nit une variété elle-aussi di�érentiable ou �lisse� (smooth en anglais). Intuitivement il s'agit

d'une variété sans plis, sans oins. Si en plus, on y rajoute une métrique on obtient une variété

riemannienne. On verra aussi qu'il est possible de dé�nir des lasses d'objets plus larges que

elle des variétés mais véri�ant toujours le théorème de Jordan-Brouwer.

10

Il existe d'autres dé�nitions de variétés topologiques qui di�èrent sensiblement de elle-là, Alexandrov [8℄

rajoute ainsi la ondition de onnexité tandis que Saveliev [172℄ ne requiert pas que l'espae soit Hausdor�.

11

Le théorème, dit de dualité d'Alexander, permet de prouver que toute variété fermée de dimension n − 1
non-orientable n'est pas plongeable dans R

n

12

Il n'existe en e�et que deux automorphismes sur Z
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Annexe B

Subdivisions de l'espae et maillages

Subdivisions de l'espae

Il existe di�érentes manières de déouper un espae en régions. On parle de reouvrement (ou

over en anglais) lorsque les régions obtenues peuvent éventuellement se reouvrir partiellement

et de partition lorsque es régions sont deux à deux disjointes.

Un pavage est une partition de l'espae utilisant toujours la même forme élémentaire ou

tesselle. Un pavage est dit régulier lorsque les tesselles sont des polygones onvexes réguliers,

sinon il est dit irrégulier. Il est possible de onstruire un nombre illimité de pavages

1

mais ertains

s'avèrent plus intéressants que d'autres. Nous ne présentons ii que eux qui sont réellement

utilisés dans le adre de l'imagerie numérique. Le hoix de travailler ave un pavage plut�t

qu'un autre peut reposer sur plusieurs raisons. Il peut être simplement motivé par le proessus

d'aquisition utilisé pour réer l'image ; il s'appuie alors sur les aratéristiques du ou des apteurs

utilisés, autrement dit sur la géométrie de l'éhantillonnage obtenu. Il peut aussi être fontion

des appliations que l'on veut réaliser et pour lesquelles un pavage possédant des propriétés

partiulières peut s'avérer plus approprié qu'un autre.

Les pavages onsidérés sont ainsi généralement onstruits à partir de briques onvexes. En

anglais, le terme pavage se traduit généralement par tiling

2

, le mot anglais tessellation étant

réservé aux pavages réalisés à l'aide de polyèdres. Lorsqu'on hoisit d'utiliser un pavage régulier,

la forme privilégiée est généralement un polyèdre onvexe régulier (en anglais, on parle alors

de regular tessellation). En 2D, de tels pavages sont au nombre de 3 : arrés, hexagonaux, ou

triangulaires (Fig. B.1). Les pavages arrés et triangulaires présentent un avantage intéressant

par rapport aux pavages hexagonaux, la propriété dite de réursivité. Il est en e�et possible de

regrouper les tesselles de es deux atégories de pavages, en des tesselles de taille plus grande mais

de même forme. Cette aratéristique permet de hanger failement d'éhelle et de travailler en

multirésolution [42℄. En 3D, il n'existe qu'un seul pavage régulier de l'espae : le pavage ubique.

Cependant, il existe 4 autres polyèdres non pas réguliers mais semi-réguliers apables de paver

l'espae : le prisme hexagonal, le dodéaèdre allongé, le dodéaèdre rhombique et l'otaèdre

tronqué. On parle alors de pavages semi-réguliers

3

(Fig. B.2).

Dans ertains as, on ne souhaite pas réaliser une partition de l'espae tout entier mais

seulement d'une sous-partie. On peut alors onstruire des assemblages à partir d'autres polyèdres

1

Peu utiles en imagerie, les nombreux pavages de Esher réalisent des partitions originales de sous-espaes du

plan ave en moyenne 2 ou 3 formes di�érentes http://www.mesher.om/

2

Dans [171℄, le terme tiling est utilisé dans le sens plus large de reouvrement

3

Ils ont été mis en évidene par le mathématiien russe Fedorov
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Fig. B.1 � Les 3 pavages réguliers du plan

Fig. B.2 � Eléments de base des pavages régulier et semi-réguliers de R
3

réguliers de dimension 3. On utilise prinipalement le tétraèdre, polyèdre régulier à 4 faes

triangulaires.

Les partitions irrégulières, autrement dit utilisant des formes élémentaires di�érentes, sont

essentiellement de deux sortes. La première ne réalise pas la partition de l'espae sur un ritère

géométrique mais sur un ritère d'homogénéité. Elle est généralement le résultat d'un proessus

de segmentation. Les régions qui forment la partition de l'image sont alors des zones onnexes

dont tous les éléments possèdent une même aratéristique (Fig B.3).
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Fig. B.3 � Exemple d'une image en 3 ouleurs (gauhe), et de son déoupage en régions (droite)

après attribution à haque pixel d'un label par segmentation en zones onnexes uniformément

olorées

La deuxième est onstruite à partir de germes et d'une notion de distane. Il s'agit du

diagramme de Voronoï. Les germes sont généralement des points de l'espae. On délimite une

région autour de haque germe telle que tous les points de ette région sont plus prohes de e

germe que de tous les autres, par rapport à la distane hoisie. Le diagramme de Voronoï est
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alors dé�ni par la partition de l'espae en es régions (Fig. B.4). On peut noter que les pavages

réguliers et semi-réguliers mentionnés préédemment sont des as partiuliers de diagramme de

Voronoï où le germe est le baryentre du polyèdre onvexe régulier ou semi-régulier utilisé pour

paver l'espae.

Fig. B.4 � Exemple d'un diagramme de Voronoï d'un sous-espae de R
2
dans lequel ont été

posés 5 germes

Graphe d'adjaene

A es partitions de l'espae, on assoie naturellement un graphe dont les n÷uds représentent

les régions de la partition et les arêtes les relations d'adjaene entre es régions.

Dans le as des partitions régulières, on appelle e graphe un maillage. Chaque n÷ud est alors

généralement positionné sur le baryentre de la tesselle orrespondante. Il existe une dualité entre

pavage et maillage. En 2D, par exemple, le maillage assoié à un pavage arré est lui aussi arré,

il devient hexagonal pour un pavage triangulaire et triangulaire pour un pavage hexagonal (Fig.

B.5). En 3D, le pavage ubique est bien entendu assoié à un maillage ubique. Ce phénomène

se répète pour tous les pavages ubiques quelle que soit leur dimension. On utilise aussi les

maillage assoiés à l'otaèdre tronqué [115℄ et au dodéaèdre rhombique [184℄, respetivement

appelés grille BCC (Body Centered Cubi grid), et grille FCC (Fae Centered Cubi grid) (Fig.

B.6) [39, 77℄.

Pour les partitions irrégulières, on parle de graphe d'adjaene de régions [42℄ (Fig. 2.11 page

23). Ii les n÷uds du graphe ne sont pas liés à un point partiulier de la région, sur laquelle

on n'a en général auune information géométrique. Dans le as partiulier du diagramme de

Voronoï, par ontre, haque n÷ud orrespond à un germe et le graphe induit est désigné par le

terme de triangulation de Delaunay (Fig. B.7).

On peut remarquer ii que tout graphe assoié à la partition d'un espae onnexe est bien

entendu lui aussi onnexe.

Fig. B.5 � Maillages (en pointillés) assoiés aux pavages 2D réguliers
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Fig. B.6 � De gauhe à droite : on�guration des points d'un maillage ubique, d'une grille

BCC et d'une grille FCC

Fig. B.7 � Exemple de la triangulation de Delaunay (en traits pointillés) assoiée au diagramme

de Voronoï (en traits pleins)



Annexe C

Topologie des subdivisions ellulaires

Cette annexe rappelle quelques points de terminologie relatifs aux subdivisions ellulaires

ainsi que des rappels sur la topologie de telles subdivisions. Elles dresse aussi un inventaire de

di�érentes tentatives de dé�nition ombinatoire de la notion de variété

C.1 Subdivisions ellulaires

Les subdivisions ellulaires déomposent un espae en régions de di�érentes dimensions (Fig.

C.1), appelées ellules. La ohésion de et ensemble est assurée par l'expression de relations

d'inidenes entre ellules de dimensions di�érentes. Elle est parfois aussi renforée par l'ajout

de relations de dégénéresenes

1

.

(a) Subdivision à l'aide d'un omplexe

arré

(b) Subdivision à l'aide d'un omplexe tri-

angulaire, généralement appelée triangu-

lation

Fig. C.1 � Exemples de subdivisions ellulaires : pour mieux voir tous les éléments, on les

représente souvent légèrement éloignés les uns des autres

Cette première dé�nition de subdivision ellulaire est très générale puisqu'elle ne dit no-

tamment rien sur les propriétés topologiques et géométriques des ellules. Elle n'utilise pas non

1

Intuitivement, une dégénéresene onsiste en la ontration d'une ellule sur une ellule de dimension infé-

rieure

229
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plus les aratéristiques de l'espae sur lequel a été onstruite la subdivision (espae eulidien,

variété. . .), et ne traduit pas les éventuelles propriétés de la subdivision induites par sa onstru-

tion (par exemple, toute ellule est fae d'au moins une ellule de dimension maximale. . .).

Pour onstruire une topologie sur une telle subdivision, il est néessaire de onnaître au moins

la topologie de ses ellules. Et de nombreuses appliations néessitent de prendre en ompte des

propriétés additionnelles. Une grande variété de modèles ellulaires a ainsi été développée pour

dérire des subdivisions dans un ontexte partiulier. Certains se dé�nissent de manière purement

ombinatoire tandis que d'autres impliquent l'ajout de ontraintes géométriques, en partiulier

sur les ellules. La spéialisation de es modèles peut intervenir sur trois points : la géométrie

et/ou la topologie des ellules, la nature de l'espae à subdiviser, et les propriétés globales de la

subdivision.

Les ellules peuvent être munies de propriétés topologiques parfois assorties de ontraintes

géométriques. Les topologies le plus souvent imposées sur les ellules sont elles d'une boule

ouverte, ou d'un �ne ouvert. A défaut une propriété topologique moins forte omme la simple

onnexité peut être exigée. On peut aussi s'intéresser à des subdivisions dont les ellules res-

semblent à des variétés. L'ajout d'informations géométriques permet aussi de onsidérer des

ellules qui ont la forme d'un polyèdre, ou qui satisfont une propriété de onvexité.

Les espaes onsidérés peuvent éventuellement être munis d'une métrique, eulidienne, rie-

manienne ou autre. Certains sont orientables, d'autres non. Ils peuvent aussi posséder un bord.

En�n, on s'intéresse parfois à des espaes ressemblant à des espaes topologiques partiuliers,

notamment aux variétés.

Quand à la subdivision, on peut demander qu'elle soit homogène, autrement dit que toute

ellule soit fae d'une ellule de dimension maximale. On peut a ontrario autoriser la présene de

ellules pendantes, 'est à dire de ellules qui ne sont pas faes d'une ellule maximale. On exige

aussi souvent que toute ellule maximale possède au moins une fae dans haune des dimensions

inférieures. On demande parfois à la subdivision d'être loalement �nie autrement dit telle que

haune de ses ellules possède un voisinage dont l'intersetion ave le reste de la subdivision

ontienne un nombre �ni de ellules. On peut autoriser ou non la présene d'identi�ations,

autrement dit de ellules distintes possédant le même bord. En�n, on peut permettre ou non

la présene de multi-inidene. On parle de multi-inidene lorsqu'une ellule est plusieurs fois

inidente à une même ellule de dimension supérieure.

C.2 Topologie ellulaire

C.2.1 Notions préliminaires

Nous nous ontentons pour le moment de notre dé�nition informelle d'une subdivision el-

lulaire : déomposition d'un espae en ellules de dimensions di�érentes struturée par une �re-

lation� d'inidene entre ellules de dimensions di�érentes. Pour simpli�er, si une ellule c est
inidente à une ellule c′ de la subdivision, on notera c < c′. Pour les notions dérites ii, point
n'est besoin de savoir si une ellule est simplement inidente ou multi-inidente à une autre. On

dit que deux ellules de même dimension sont adjaentes s'il existe une ellule de la subdivision

inidente aux deux

2

. On appelle k-hemin un ensemble ordonné de ellules de dimension k ou

2

Le terme d'adjaene est parfois employé un peu di�éremment. Une dé�nition plus restritive impose que

la ellule inidente aux deux ellules de même dimension soit de dimension juste inférieure. Une dé�nition plus

large dit que deux ellules de même dimension sont adjaentes s'il existe une ellule inidente aux deux ou si elles

sont toutes deux inidentes à une même ellule.
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k-ellules deux à deux adjaentes (Fig. C.2-a et C.2-b). On appelle hemin un ensemble ordonné

de ellules tel que deux ellules onséutives de l'ensemble soient toujours liées par une relation

d'inidene (Fig. C.2-) . Une subdivision ellulaire est dite onnexe par hemins ou onnexe par

ars s'il existe un tel hemin entre tout ouple de ellules de la subdivision.
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Fig. C.2 � Di�érentes notions de hemin sur une subdivision ellulaire

Il est possible de démontrer que sur toute déomposition ellulaire ainsi dé�nie peut être

onstruite une topologie d'Alexandro� T0 (f pages 205 et 207). D'autre part, il a aussi été

prouvé notamment dans [118℄ que tout espae topologique d'Alexandro� T0-séparé peut-être

muni d'une struture ellulaire.

Nous rappelons maintenant quelques notions lassiques relatives aux déompositions ellu-

laires qui vont permettre de onstruire une topologie. Il s'agit de l'étoile ombinatoire (strite)

((strit) ombinatorial star) d'une ellule dans une subdivision ellulaire (Fig. C.3-a). Nous don-

nons par la même oasion la dé�nition de la l�ture ombinatoire (strite) ((strit) ombinatorial

losure) d'une ellule (Fig. C.3-b). Ces deux notions sont en quelque sorte duales l'une de l'autre.

Dé�nition C.1 (Etoile ombinatoire (strite)) L'étoile ombinatoire d'une ellule c d'une
subdivision S, notée st(c, S) est l'ensemble des ellules auxquelles c est inidente :

st(c, S) = {c′ ∈ C, c ≤ c′}
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L'étoile ombinatoire strite d'une ellule c est tout simplement l'étoile ombinatoire de c
privée de c.

Dé�nition C.2 (Cl�ture ombinatoire (strite)) La l�ture ombinatoire d'une ellule c
d'une subdivision S, notée cl(c, S) est l'ensemble des ellules de S inidentes à c :

cl(c, S) = {c′ ∈ S, c′ ≤ c}
La l�ture ombinatoire strite d'une ellule c est tout simplement la l�ture ombinatoire de

c privée de c.

On note s̄t(c, S) l'étoile fermée d'une ellule c dans une subdivision S. Elle orrespond à la

l�ture ombinatoire de l'étoile de c dans S. Une autre notion s'avère parfois utile, il s'agit du

lien d'une ellule qui se dé�nit à partir des notions d'étoile et de l�ture ombinatoires.

Dé�nition C.3 (lien) Le lien d'une ellule c d'une subdivision S, noté lk(c, S) est l'ensemble

des ellules de S qui appartiennent à l'étoile fermée de c privé des ellules appartenant à l'étoile

ombinatoire de c.

lk(c, S) = s̄t(c, S)\st(c, S)

C.2.2 Constrution d'une topologie d'Alexandro�

On peut dé�nir la notion d'ouvert sur une déomposition ellulaire de la manière suivante

(Fig. C.4-a).

Dé�nition C.4 (Ouvert d'une subdivision ellulaire) Un ouvert d'une subdivision ellu-

laire S est un ensemble de ellules O tel que pour toute ellule c de O, st(c, S) ⊆ O.

On peut aisément montrer que toute ellule appartient à un plus petit ouvert : son étoile

ombinatoire. Ainsi, munie de ette topologie, une subdivision ellulaire est bien un espae

d'Alexandro�. Et, une base d'ouverts de ette topologie est onstituée par l'ensemble des étoiles

de toutes les ellules de la subdivision. Finalement, ette topologie est bien T0. Etant données
deux ellules c et c′, il existe toujours un voisinage de l'une pour ette topologie qui ne ontient

pas l'autre. En e�et, si c et c′ sont de même dimension alors c n'appartient pas à l'étoile ombi-
natoire de c′ et réiproquement. Si c et c′ ont des dimensions di�érentes, alors soit leurs étoiles

ombinatoires ont une intersetion vide, soit l'un, mettons c, est ontenu dans l'étoile de l'autre,

c′, et sa propre étoile ne ontient don pas c′.
La notion de fermé orrespondante s'exprime via la notion l�ture. Un fermé est un ensemble

de ellules dont la l�ture est inluse dans l'ensemble (Fig. C.4-b). On appelle parfois ellule

fermée la l�ture ombinatoire d'une ellule.

Cette topologie induit la notion d'appliation ontinue suivante entre subdivisions ellulaires :

Théorème C.5 (Appliation ontinue sur une subdivision ellulaire) Une appliation

entre deux subdivisions ellulaires est ontinue si et seulement si elle préserve la relation d'ini-

dene. Autrement dit si les images de deux ellules inidentes dans la première subdivision, sont

elles-aussi inidentes dans la deuxième subdivision.

En�n, un des invariants topologiques lassiques, la aratéristique d'Euler, peut se aluler

diretement sur une telle subdivision puisque son alul néessite exlusivement la onnaissane

du nombre de k-ellules pour k = 0 à n.
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(b) A gauhe en gris l�ture

d'une arête, à droite en gris
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Fig. C.3 � Exemples d'étoiles, de l�tures ombinatoires et de liens de ellules dans une subdi-

vision
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(a) L'ensemble des ellules

grises onstitue un ouvert

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

��

����
��
��
��

��
��
��
��

����

��
��
��
��

����

���� ��

���������� ��������

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

��������

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

��������������������

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

��������

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

����������

(b) L'ensemble des ellules

grises onstitue un fermé

Fig. C.4 � Exemples d'ouverts et de fermés d'une subdivision ellulaire

C.3 Approximation ombinatoire des variétés

En e qui onerne la représentation ombinatoire des variétés topologiques, on se heurte

dès la dimension 4 à un problème. En e�et, à partir de ette dimension, il existe des variétés

topologiques non triangulables

3

(Kirby-Siebenmann 1969). On doit don abandonner l'idée de

représenter toutes les variétés de manière ombinatoire.

Théorème C.6 (Représentation ombinatoire des variétés topologiques) Il existe des

variétés topologiques de dimension supérieure ou égale à 4 non représentables de manière om-

binatoire

Cependant, des modèles ombinatoires ont été développés pour représenter des sous-lasses

de variétés. Ils se fondent sur des notions de topologie linéaire par moreaux. Ils restreignent

dans un premier temps les variétés représentées à la lasse des PL-variétés qui sont des variétés
triangulables. Avant de les dé�nir, il est néessaire d'introduire les notions de PL-boules et de
PL-sphères.

Dé�nition C.7 (PL-boule et PL-sphère) Une PL-boule de dimension n est un omplexe

simpliial homéomorphe linéairement par moreaux à ∆n
. Une PL-sphère de dimension n est

un omplexe simpliial homéomorphe linéairement par moreaux au bord de ∆n+1

Une PL-variété est tout simplement une variété qui ressemble loalement à une PL-boule. En
dimension inférieure ou égale à 3, toute variété topologique est homéomorphe à une PL-variété.
Ce n'est pas le as pour n ≥ 4.

Dé�nition C.8 (PL-variété) Une PL-variété est un omplexe simpliial tel que le lien de

haun de ses simplexes est simpliialement isomorphe à une PL-boule.

La dé�nition de variété ombinatoire est très prohe de elle de PL-variété. Il s'agit d'une
abstration des PL-variétés. Autrement dit, une PL-variété est la réalisation géométrique d'une

variété ombinatoire.

3

Un exemple d'une 4-variété non triangulable se trouve par exemple dans [51℄
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Dé�nition C.9 (variété ombinatoire) Une variété ombinatoire est un omplexe simpliial

abstrait tel que le lien de haque simplexe est géométriquement réalisable en une PL-boule.

De manière similaire, on peut dé�nir des variétés polyédriques (polyhedral manifolds). Une

variété polyédrique est un polyèdre qui admet omme triangulation une variété ombinatoire.

Les PL-variétés, les variétés ombinatoires et les variétés polyédriques sont par défaut fermées

'est à dire sans bords. Pour obtenir des variétés ouvertes, il su�t d'autoriser le lien de haque

simplexe à ressembler soit à une PL-boule, soit à une PL-sphère.
Ces dé�nitions ne sont ependant pas failement exploitables ar elles ne donnent auun

moyen onret pour onstruire ou reonnaître de telles variétés.

Une autre lasse de variétés a été proposée pour pallier e problème. Il s'agit des variétés

stellaires [129℄. Ces variétés sont homéomorphes aux PL-variétés en dimension inférieure ou

égale à 3. Autrement dit, elles sont aussi homéomorphes aux variétés topologiques en dimension

inférieure ou égale à 3. Elles sont dé�nies à l'aide de boules stellaires et de sphères stellaires.

Dans les dé�nitions de es objets stellaires, les homéomorphismes linéaires par moreaux utilisés

pour aratériser les PL-boules et les PL-sphères sont remplaés par des opérations stellaires.

Celles-i sont des opérations loales failes à mettre en ÷uvre sur les omplexes simpliiaux. Elles

sont prinipalement de deux types : les subdivisions stellaires (en anglais stellar subdivisions)

et les soudures stellaires (en anglais stellar welds) (Fig. C.5-a et -b). On parle de mouvement

bistellaire (en anglais bistellar move) lorsqu'on a une omposition d'une subdivision et d'une

soudure stellaires [187℄ (Fig. C.5-). En dimensions 2 et 3 de telles opérations sont parfois

utilisées pour simpli�er des surfaes triangulées ar elles ne hangent pas leur topologie [50℄.

Dé�nition C.10 (Variété stellaire) Deux omplexe simpliiaux sont des équivalents stellaires,

s'ils peuvent être obtenus l'un de l'autre par un ensemble �ni d'opérations stellaires.

Une n-boule stellaire est un omplexe simpliial Bn
qui est un équivalent stellaire de ∆n

.

Une n-sphère stellaire est un omplexe simpliial Sn qui est un équivalent stellaire du bord de

∆n+1
.

Une variété stellaire est un omplexe simpliial M tel que pour tout sommet v de M , le lien

de v dans M soit une (n− 1)-boule stellaire ou une (n− 1)-sphère stellaire.
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(a) subdivision et soudure stellaire

d'une fae

(b) subdivision et soudure stellaire d'une

arête

() exemple de mouvement bistellaire

Fig. C.5 � Opérations stellaires



Annexe D

Rappels de théorie des groupes

Cette annexe ontient des notions de théorie des groupes, utiles pour bien appréhender le

alul des groupes d'homologie.

Nous rappelons d'abord les notions de base de la théorie des groupes puis nous intéressons

à des groupes partiuliers : les groupes abéliens.

D.1 Bases

On ommene par rappeler la dé�nition d'un groupe :

Dé�nition D.1 (Groupe) Un groupe est un ensemble G, muni d'une loi de omposition

interne, 'est à dire une appliation de G × G −→ G, souvent notée par la onaténation

(x, y) 7−→ x.y, véri�ant :

i). (x.y).z = x.(y.z) (assoiativité)

ii). ∃1G ∈ G, ∀x ∈ G, x.1G = 1G.x = x (1G élément neutre de G)

iii). ∀x ∈ G, ∃x′ ∈ G, x.x′ = x′.x = 1G (x′, souvent noté x−1
, élément inverse de x)

On manipule souvent des groupes possédant une propriété supplémentaire :

Dé�nition D.2 (Groupe ommutatif ou abélien) Un groupe G est dit ommutatif ou abé-

lien si :

∀(x, y) ∈ G×G,x.y = y.x

Pour es groupes, la loi de omposition interne est souvent notée additivement, l'élément neutre

est alors naturemment noté 0G et x−1 −x.

On s'intéresse souvent à des sous-ensembles des éléments d'un groupe, eux-aussi munis d'une

struture de groupe. On parle de sous-groupe.

Dé�nition D.3 (Sous-groupe) Soit G un groupe, H ⊂ G est un sous-groupe de G si et

seulement si :

i). 1G ∈ H,

ii). (x, y) ∈ H ×H −→ x.y ∈ H,

iii). ∀x ∈ H, x−1 ∈ H.

On dé�nit des appliations partiulières entre groupes : les homomorphismes.
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Dé�nition D.4 (Homomorphisme) Soit G et G′
deux groupes. On appelle homomorphisme

du groupe G dans le groupe G′
une fontion f telle que

∀(x, y) ∈ G×G′, f(x.y) = f(x).f(y)

On peut montrer que si f est un homomorphisme de G dans G′
alors f(1G) = 1G′

et

f(x−1) = f(x)−1
. On note lassiquement Ker f l'ensemble des éléments de G dont l'image est

l'élément neutre de G′
, autrement dit le noyau de f et Im f l'ensemble des éléments de G′

image

d'un élément de G par f .

D.2 Groupes abéliens

Nous nous onentrons prinipalement ii sur des groupes abéliens autrement dit des groupes

ommutatifs.

Nous ommençons par rappeler quelques dé�nitions.

Dé�nition D.5 (Groupe abélien libre) Un groupe abélien G est libre s'il possède une base,

autrement dit s'il existe une famille {gα}α∈J d'éléments de G telle que tout élément g de G
puisse s'érire de manière unique omme une somme �nie :

g =
∑

α∈J

nαgα

où nα est un entier pour tout α dans J . Le nombre d'éléments de la base de G est appelé rang

de G.

Dé�nition D.6 (Groupe de type �ni) Soit G un groupe abélien �ni. Si tout g ∈ G peut

s'érire omme une somme �nie g =
∑

α∈J nαgα non néessairement unique, on dit que la

famille {gα} génère G. Si l'ensemble {gα} est �ni, G est un groupe de type �ni.

Dé�nition D.7 (Sous-groupe de torsion) Soit G un groupe abélien. An élément de G est dit

d'ordre �ni si ng = 0 pour un entier positif n. Le sous-ensemble de G qui onsiste en l'ensemble

des éléments de G d'ordre �ni est un sous-groupe T de G. Il est appelé le sous-groupe de torsion
de G. Si G ne ontient auun élément d'ordre �ni, alors G est dit sans torsion.

Le théorème suivant traite des groupes quotients.

Théorème D.8 (Fatorisation) Soit G un groupe abélien et F un sous-groupe de G tel que

G/F soit libre alors :

G = G′ ⊕ F avec G′ ≃ G/F
Théorème D.9 Soit G un groupe abélien. Si G1 est un sous-groupe de G, on dit que G1 est un

fateur diret dans G s'il existe un sous-groupe G2 tel que G = G1⊕G2. De plus, soit H1 et H2

des sous-groupes respetifs de G1 et G2, alors la somme H1 +H2 est direte et :

G

H1 ⊕H2
≃ G1

H1
⊕ G2

H2

Théorème D.10 Soit G et G′
deux groupes abéliens et f un homomorphisme surjetif de G sur

G′
, alors f induit un isomorphisme de G/Ker(f) sur G′

:

G/Ker(f) ≃ G′

Théorème D.11 Soit G un groupe abélien et T son sous-groupe de torsion, alors G/T est sans

torsion. En outre, si G/T est de type �ni, alors G/T est libre.



Annexe E

Manipulation de matries : algorithme

lassique de mise en forme de Smith

Cette annexe ontient quelques rappels sur les transformations de matries, et l'algorithme

lassique de mise en forme normale de Smith d'une matrie.

E.1 Généralités

On rappelle d'abord ii brièvement omment on peut passer d'une matrie représentant un

homomorphisme dans une paire de base donnée à une matrie représentant le même homomor-

phisme dans une paire de bases di�érente.

Dé�nition E.1 (Matries équivalentes) Deux matries A et B sont dites équivalentes si

elles représentent le même homomorphisme dans des bases di�érentes

Dé�nition E.2 (Opérations lignes et olonnes élémentaires) Il existe 3 opérations élé-

mentaires qui peuvent être appliquées indi�éremment sur les lignes ou les olonnes d'une matrie

entière représentant un homomorphisme H : G −→ G′
dans les bases {ai}i=1,...,n et {a′i}i=1,...,m

de G et G′
:

i). Ehanger ligne(i) (resp. colonne(i)) et ligne(k) (resp. colonne(k)) e qui orrespond à

éhanger ai et ak (resp. a′i et a
′
k),

ii). Multiplier ligne(i) (resp. colonne(i)) par −1 e qui orrespond à remplaer ai par −ai (resp.
a′i par −a′i)

iii). Remplaer la ligne (resp. olonne) i par ligne(i) + q ∗ ligne(k) (resp. colonne(i) + q ∗
colonne(k)), e qui orrespond à remplaer ai par ai + q ∗ ak (resp. a′i par a

′
i + q ∗ a′k).

Théorème E.3 (Matries équivalentes et opérations élémentaires) Deux matries A et

B sont équivalentes si et seulement si l'une peut être obtenue en appliquant sur l'autre des

opérations lignes et olonnes élémentaires.

On s'intéresse maintenant à la valeur minimale d'une matrie qui joue un r�le prépondérant

dans l'algorithme de mise en forme normale de Smith.
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Dé�nition E.4 (Valeur minimale d'une matrie) Soit fkl un élément de la matrie F =
(fij), i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, tel que

|fkl| = min
i=1,...,n

j=1,...,m

(|fij|)

alors |fkl| est noté α(F) et est appelé valeur minimale de F.

Le théorème i-dessous garantit qu'étant donné une matrie, il est possible de trouver une

matrie équivalente dont la valeur minimale est le plus grand diviseur ommun de tous les

éléments de la matrie. La preuve est rappelée ar la rédution lassique en forme normale de

Smith s'en inspire fortement.

Théorème E.5 (Matrie équivalente ave la plus petite valeur minimale) Soit F une

(n,m)-matrie.

i). S'il existe un élément de F tel que le nombre α(F) ne le divise pas, alors il existe une

matrie équivalente à F dont la valeur minimale est plus petite que α(F).

ii). Réiproquement, si α(F) divise tous les éléments de la matrie alors il n'existe pas de

matrie équivalente à F ave une plus petite valeur minimale.

Preuve :

� On prouve d'abord (ii). Si α(F) divise tout élément de F, alors il divisera aussi haque

élément de toute matrie équivalente à F . Il su�t pour s'en onvainre de regarder les

opérations lignes et olonnes élémentaires qui permettent de transformer une matrie

en une matrie équivalente. De plus, dans e as, es opérations ne peuvent pas faire

diminuer la valeur de α(F). Cei est évident pour les deux premières opérations dérites

dans E.2. C'est enore vrai pour la troisième opération. Remplaer ligne(i) par ligne(i) +
q ∗ ligne(k) est équivalent à remplaer haque élément fij qui est de la forme βijα(F)
par fij + q ∗ fik = (βij + qβik)α(F). Eb valeur absolue, le nouvel élément est don soit

égal à 0, soit supérieur ou égal à α(F).
� Maintenant s'il existe un élément de la matrie, fij, dont α(F) = |fkl| n'est pas un

diviseur. Alors il existe deux entiers p et r ave 0 < |r| < |fij | tels que
fkl
fij

= q +
r

fij

Autrement dit, |r| = |fkl − qfij|
On onsidère alors 3 as :

� fij appartient à la même olonne que fkl (autrement dit j = l), alors on remplae

ligne(k) par :
ligne(k)− q ∗ ligne(i)

Le nouvel élément f ′kl est égal à fkl − q ∗ fil ave l = j, il est don égal à r. Comme

|r| < |fkl|, la valeur minimale de la nouvelle matrie est don plus petite que |fkl| =
α(F)

� fij appartient à la même ligne que fkl (autrement dit i = l), on remplae alors

colonne(l) par :
colonne(l)− q ∗ colonne(j)

Et le nouvel élément f ′kl est aussi égal à r, e qui onduit à la même onlusion que

préédemment.
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� fij n'appartient ni à la même ligne, ni à la même olonne que fkl. De plus, fkl divise
tous les éléments de sa ligne et de sa olonne. Si l'on onsidère les 4 valeurs suivantes

de la matrie :

fkl · · · fkj
.

.

.

.

.

.

fil · · · fij

Comme fkl divise fil, il existe β ∈ Z, tel que fil = βfkl. On rempae alors ligne(i) par
ligne(i) − β ∗ ligne(k). Les 4 valeurs deviennent :

fkl · · · fkj
.

.

.

.

.

.

0 · · · fij − λfkj

On remplae alors ligne(k) par ligne(i) + ligne(k) et on se retrouve dans le seond

as puisqu'il existe maintenant un élément dans la ligne de fkl dont fkl n'est pas un
diviseur.

On onsidère la suite de matries onstruites en utilisant e proessus ainsi que la suite

entière de leurs valeurs minimales. Cette suite est monotone déroissante et bornée par

1. Elle a don une valeur limite ≥ 1 qui est atteinte après un nombre �ni d'itérations.

Et il n'existe pas d'autres matries équivalentes ave une valeur minimale inférieure.

✷

E.2 Algorithme de mise en forme normale de Smith

Le prinipe de l'algorithme de rédution est dérit dans le hapitre 5, setion 5.2.2. On en

donne ii une version détaillée, en montrant que la matrie obtenue est bien en forme normale

de Smith. Il s'agit d'une transription en langage algorithmique du proédé dérit en langage

naturel dans [156℄.

E.2.1 Etape 1

L'étape 1 provient diretement de la preuve du théorème E.5. Les opérations lignes et o-

lonnes élémentaires évoquées dans ette preuve sont e�etuées sur la matrie pour aluler une

matrie équivalente ave la valeur minimale la plus petite possible. Il s'agit d'une boule qui

s'arrête soit quand la valeur minimale trouvée est égale à 1, soit quand la matrie n'a pas été

modi�ée pendant un tour de boule. Pour représenter ette dernière ondition, on utilise un boo-

léen smallerValueFound qui prend la valeur "faux" à haque début de boule et est mis à "vrai"

seulement si la matrie est modi�ée. A haque itération, on herhe un élément de la matrie

qui n'est pas divisible par la valeur minimale de la matrie et on applique la transformation

adéquate pour diminuer la valeur minimale.

Funtion Compute_equivalent_matrix_with_smallest_minentry (Matrix F) : Matrix

F
′
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Matrix F
′
= F ;

Compute the minimal entry of F
′
: α(F′) = |fkl| ;

smallerValueFound = true ;

while ((α(F′) 6= 1) and (smallerValueFound == true )) do{

smallerValueFound = false;

/**************************************/

/* Case when fkl does not divide */

/* an element of its own olumn */

/**************************************/

for eah element fil in the same olumn as fkl do{
if (fkl does not divide fil) then {

Compute r and q suh that fil = q ∗ fkl + r ;
Replae row(i) by row(i)− q ∗ row(k) ;

smallerValueFound = true ;

break ;

}

}

if (smallerValueFound == false) {

/**************************************/

/* Case when fkl does not divide */

/* an element of its own row */

/**************************************/

for eah element fkj in the same row as fkl do {

if (fkl does not divide fil) then {

Compute r and q suh that fil = q ∗ fkl + r;
Replae column(i) by column(i)− q ∗ column(k) ;

smallerValueFound = true ;

break ;

}

}

}

if ( smallerValueFound == false ) {

/*****************************************************/

/* Case when fkl divides all elements */

/* of its own row and its own olumn */

/* but fails to divide another element of the matrix */

/*****************************************************/

for eah element fij neither in the same row

nor in the same olumn as fkl do {

if (fkl does not divide fij) then {

Replae row(i) by row(i)− fil

fkl
∗ row(k) ;

Replae row(k) by row(i) + row(k) ;

smallerValueFound = true ;

break ;

}

}

}
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if (smallerValueFound == true) {

Reompute the minimal entry of the modified F
′
;

}

}

A la �n de ette étape, on a la matrie F
′
équivalente à F, dont la valeur minimale est la

plus petite possible. En outre, ette valeur minimale divise tous les autres éléments de la matrie

obtenue.

E.2.2 Etape 2

Cette étape vise à déplaer la valeur minimale de la matrie dans le oin haut gauhe de la

matrie et à transformer de nouveau la matrie par des opérations élémentaires pour avoir des

0s sur les première ligne et la première olonne. Avant de ommener, on sait que α(F) = |fkl|,
et que n et m sont respetivement le nombre de lignes et le nombre de olonnes de la matrie.

Funtion Compute_simplified_form (Matrix F, int n, int m, int k, int l) : Matrix

F
′

Matrix F
′
= F ;

/*****************************************************/

/* moving the minimal entry in the upper left orner */

/*****************************************************/

Swap row(1) and row(k) ;

Swap column(1) and column(l) ;
/**********************************************/

/* putting 0's on the first line and olumn */

/**********************************************/

for i = 0 to n do {

Replae row(i) by row(i)− fi1

f11
∗ row(1)

}

for j = 0 to m do {

Replae column(j) by column(j) − f1j

f11
∗ column(1)

}

A la �n de ette étape, on dispose d'une matrie équivalente à la matrie d'origine qui est

dans la forme suivante :




α 0 . . . 0
0 b22 . . . b2m
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 bn2 . . . bnm




ave α tel que |alpha| est la valeur minimale de la matrie résultante et α est un diviseur de

tous les éléments non nuls de la matrie.

E.2.3 Etape 3

Les étapes 1 et 2 sont répétés sur des matries de plus en plus petites. La boule s'arrête

lorsque la matrie à traiter est vide ou plein de 0s. A haque itération, la matrie obtenue après

l'étape 2 est réduite en ignorant sa première olonne et sa première ligne. C'est ette sous-matrie
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qui sera traitée lors de l'itération suivante. A haque passage dans la boule, la valeur minimale

de la matrie obtenue est ajoutée à un veteur D qui ontiendra à la �n toutes les valeurs de la

matrie en forme normale de Smith.

Funtion Redue_matrix_in_SNF (Matrix F) : Vetor D

while ((F not empty) and (F not full of 0's)) do {

F = Compute_equivalent_matrix_with_smallest_minentry(F);

F = Compute_simplified_form(F,n,m,k,l);
Add to D the value f11 ;

F = F less its first row and olumn ;

}

On visualise i-dessous le proessus de rédution (toute la matrie est a�hée à haque

itération même si 'est une sous-matrie qui est réellement manipulée)




α1 0 . . . . . . 0
0 b22 . . . . . . b2m
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 bn2 . . . . . . bnm



⇒




α1 0 . . . . . . 0
0 α2 0 . . . 0
.

.

. 0 c33 . . . c2m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 cn3 . . . cnm




D = [α1] ⇒ D = [α1, α2]

. . .⇒




α1 0 . . . . . . . . . 0

0
.

.

.

.

.

. . . . . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

. αp 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . . . . 0 . . . 0




. . .⇒ D = [α1, α2, . . . , αp]

Le fait que haque αi soit un diviseur de tous les αj , ∀j > i provient diretement du proessus

de rédution de la matrie. A haque itération, l'élément αi obtenu est un diviseur de tous les

éléments de la sous-matrie, déduite en enlevant les lignes et les olonnes d'indies inférieurs

à i. Comme toutes les modi�ations ultérieures de la matrie n'utilisent que des opérations

élémentaires, αi divisera toujours les éléments non nuls de la matrie situés sur les lignes et

olonnes d'indies supérieur à i
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